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	������ ���� �	 � ��� �������� �� ���!� �����	 ��� ������ �# ��� ��!����� ��	���������

�$�#��� ��� %�����& ����� '� �������� ������ (������ ��� ��������# � ��� )*+% ���

��� ������� )*+%  �� �� ���!���� ���� �	 ��� ����� �����	� �� �	 ���,���		���� -� ���	 �����

�� 	��� ���� ��� ������� )*+% ��� ��� )*+% �� � ���		 � ����	 ���� ���		��� ����	

 �� ����� .���	 ��� �	#���������# �/�������� �� ��� ����������� �0���������1 ����� �	 ���

������ ��������� �� ��� $23 	��	�� "��	 �	 �� �0���	��� � ������ �� ����������

����!�� ��� 4������ �567�� ���	������ � ���		 � ��� ����	 ���� ����	 �� � ���

	����	 �����0� ��� ���������� ��� ���1 ��� ����������  ������� ��� ��� ��� 	/����� �����

� ���������	� ��� ���
 ��� �� ��	� ��!����� �	 �� �0���	��� � ����� ��	���	 �� 	������

�����		�	� $������� 	���� ��� ����������� ��� ��� ��� )*+% ������� ��� �����	� � ���

���������� ����01 ���������� �������! �	 �	� �� �� ������ ��� ������������ ��8����#�

"�� 	��	�/���� 	������	 ��� ��!���&�� �	  �����	� 9� ��������� � 
��!��! ���������

��� �	#������ ���������	 �� 2������ �� -� 2������ �1 �� ��������� � ���		 � ����	 ����

���		��� ����	  �� ����� .���	 ��� ���������� �������! ��� ���� ����� ���� ��� �������

)*+% � ����	 ���� ����� .���	 ��	 ��� �	#������ �8�����# ���� ��	���� �� ���

������ ���������� -� 2������ :1 ������� �0�������	 ��� ���������� ; ������	��� ���

 ����� 	�����	 ��� �������� �� 2������ <� 2����������# �������	 ��� ���� 	 � ���

���	1 ��� ��������# ��� ��� ������ ��� !���� �� ;��������	 ;,'�

� ������� ��	
����� �
 ��� ���������� ����	���	�

*�� {Z(s), s ∈ R
d} �� � ����� .��� ���� 
���� ���	���� ��� ��� ����������  ��������

2����	� �� ���� ��	��������	  �� � 	��!�� �����&����� � ��� ����� .��� Z(s)1 �������

�# Z = (Z(s1), . . . , Z(sn))′1 ��	���� �� 	�����! ��������	 s1, . . . , sn ∈ R
d� "�� !���

�	 �� ������� Z(s0) �� �� ����	����� �������� s0 ∈ R
d ��	�� �� Z� "��� ��� ��	� ������

�����	�� ��������� �)*+%� ��� ��	 ��� 	/����� ����� �$23� ���

ẐBLUP (s0) = μZ + c′
ZΣ−1

Z (Z − μZ · 1), �5�

E[ẐBLUP (s0) − Z(s0)]
2 = σ2

Z − c′
ZΣ−1

Z cZ , ���

����� μZ = E[Z(s)]1 σ2
Z = ���(Z(s0))1 (cZ)i = ���(Z(s0), Z(si))1 (ΣZ)ij = ���(Z(si),

Z(sj)) (i, j = 1, . . . , n) ��� 1 = (1, . . . , 1)′� ẐBLUP (s0) ��� E[ẐBLUP (s0) − Z(s0)]
2 ���

������ �	 ��� 	���� 
��!��! ��������� ��� ��� 	���� 
��!��! �������� � Z(s0) ��	��������#

�	��1 ��!�1 =��		�� 566�� 2���� 5666��

�



��������� �� ���	
� ���� {Z(s)} �� � ��������� ����
 ���� ��� ��� ��������� �	���

��� C(h) �� ������ ��

C(h) = ��(Z(s), Z(s + h)), h ∈ R
d.

�� ���� ������ �� ����� hi = si − s0,hij = si − sj (i, j = 1, . . . , n)�

�� �� ���� ������ �
� ���
����� ��������� � ��� ������� �������� 	���� �� ���

������ ��������� �	������ ����� ��� 	��� �� ��� ��� � 	� 
��� �����
� ���������

�� ���	
� ���� ��
����� ������� s1, . . . , sn ��� �� D ⊂ R
d ����� D �� � �	���� �	��

��� ��� � ��������� ���� s0 ∈ D �� �� ���	
	����� ���� � {si, i = 1, 2, . . .}� ���� ���
s0 ∈ {si, i = 1, 2, . . .} ����� {si, i = 1, 2, . . .} �� ��� ���	�� � {si, i = 1, 2, . . .}� ���� ���
�	
���� �� ������ ����� ���
������ ��� ���� 	��� �� �� ���
����� ���
���� �� �������

���������� � ������ !""#$�

C0(h) ��� C1(h) ����� ��� ��������� �	������ � ��� ��	� ��� ��� ���	
�� 
����

������������� ���� ��
 �!$ ��� %&'( 	���� Ci(h) (i = 0, 1) �� ẐBLUP (s0, Ci) = μZ +

c′
iΣ

−1
i (Z−μZ ·1) ����� (ci)k = Ci(hk) ��� (Σi)kl = Ci(hkl) (k, l = 1, . . . , n)� &�� Z∗(s0) ��

� �������� � Z(s0) ��� ��� ECi
[Z∗(s0)−Z(s0)]

2 �� ��� )*+ � Z∗(s0) 	���� Ci �i = 0, 1$�

���� )*+ 
�� ������ �� ��� � Ci �	� ��� � ���� �������	����� ��������� �� Z∗(s0)

�� � �������� ��������� ���� Z∗(s0) �� ������ � ��������� �������� ��

EC0 [Z
∗(s0) − Z(s0)]

2 → 0 �� n → ∞.

,	�����
��� � ��������� �������� Z∗(s0) �� ������ ���
��������� �-����� ���� �������

� ��� %&'( ẐBLUP (s0, C0) ��

EC0 [Z
∗(s0) − Z(s0)]

2

EC0 [Ẑ
BLUP (s0, C0) − Z(s0)]2

→ 1 �� n → ∞.

��.� ��� Ẑ(s0) �� ��� ���
�� �������� � Z(s0) ����� 
���
�/�� ��� )*+ 	���� ��� ��	�


���� ���� ��
EC0 [Z

∗(s0) − Z(s0)]
2

EC0 [Ẑ(s0) − Z(s0)]2
→ 1 �� n → ∞,

Z∗(s0) �� ������ ���
��������� �-����� ���� ������� � ��� ���
�� �������� Ẑ(s0)� ��

{Z(s)} �� 0�	������ ��� �� ��������� � ��� ���
����� �-������ ��� �1	������� ����	��
Ẑ(s0) = ẐBLUP (s0, C0)�

*���� �!""#$ ���� ��� ������� �	-����� �������� �� ��� ���
����� �-������ � ���

�������� ������� �������� ���� ������� � ��� %&'(� ���������� ‖ · ‖ 
���� ��� +	�������
��
 ��� � �	����� �� ������ ������
���� �� �� �� ��� ,	���� �������
 � � �	����� ����

�	���� �	�����

2



������� � �	
�������� ��� fi(λ), λ ∈ R
d �� ��� �����	
� ������ ������ �� Ci(h)

(i = 0, 1)� ������� ��
�

0 < lim inf
‖–‖→∞

f0(λ)/|φ(λ)|2 ≤ lim sup
‖–‖→∞

f0(λ)/|φ(λ)|2 < ∞, ���

���	� φ(λ) �� �
�������� 
� lim‖–‖→∞ f1(λ)/f0(λ) = c (> 0)� ��� 
� n → ∞

EC0 [Ẑ
BLUP (s0, C1) − Z(s0)]

2

EC0 [Ẑ
BLUP (s0, C0) − Z(s0)]2

=
C0(0) − 2c0

′Σ1
−1c1 + c1

′Σ1
−1Σ0Σ1

−1c1

C0(0) − c0
′Σ−1

0 c0

→ 1


�

EC1 [Ẑ
BLUP (s0, C1) − Z(s0)]

2

EC0 [Ẑ
BLUP (s0, C1) − Z(s0)]2

=
C1(0) − c′

1Σ
−1
1 c1

C0(0) − 2c0
′Σ1

−1c1 + c1
′Σ1

−1Σ0Σ1
−1c1

→ c.

�� �� ��� ��
� ��

0 < lim inf
‖–‖→∞

f0(λ)‖λ‖r ≤ lim sup
‖–‖→∞

f0(λ)‖λ‖r < ∞

��	 ���� r > d� ��� ��� �� �
������ ���� ���� �  �� ��!"#�� ����	�� � ��
��� ��
� ���

��� �	�$���� ���
%��	 �� ��� �����	
� ������ ������ �
� ������ ���
�� � ��� �	�&�&

�	��������

� ��������	
 ���
��� �� ���������
� ������ �
���

���� ������ ��	������ 
 ��
�� �� �	
���	��� '
����
 ������ ��	 	
��� ����� 
�

��%
	�
�� �
��	�& 
� ��	�%�� ��� 
��������� �����
���� �� ��� �
��	�� (�)*�

��� �����	
��� ���
� ����

+����� ��
� {Y (s), s ∈ D ⊂ R
d} �� 
 ����	���� '
����
 	
��� ���� ���� ��
 μY =

E[Y (s)] 
� ,
�-	 ��%
	�
�� ������ ����� ��

CY (‖h‖) =
σ2

Y

2ν−1Γ(ν)
(α‖h‖)νKν(α‖h‖), α > 0, ν > 0, σ2

Y > 0,

���	� Kν(·) �� ��� ������� (����� ������ �� ��� ����� ��� �� �	��	 ν ����� ��&�� .	�����

�  �/ ���� �   �� ��� �����	
� ������ ������ �� ���� ��%
	�
�� ������ ��

fY (‖λ‖) =
Aσ2

Y

(α2 + ‖λ‖2)ν+d/2
,

0



����� A = (Γ(ν +d/2)α2ν)/(πd/2Γ(ν))� ��� ��	
��� � ν = 0.5� �	���� ���	�	��� �������

�

CY (‖h‖) = σ2
Y exp(−α‖h‖).

�� � �	���� ��� ��������	� ���	�	��� ������� 	�� ����� ���� � 
	�� 	����	����� ���

�
������ �� ��� μY = 0 	�� σ2
Y = 1�

��� ��� Z(s) = T (Y (s)) �� 	� ������	��� �	���
 ���� ��� ��� ��������� ���� {Y (s)}
����� T (x) � 	� ������� ��	� �������� ���� �	�����

∫ ∞
−∞ T (x)2φ(x)dx < ∞ 	�� φ(x) =

e−x2/2/
√

2π � ��� ������ ������� �� N(0, 1)�  ��� Z(s) �	� �� ��������� �� 	� �����

��
 �� !��
�� ������
	��

Z(s) =
∞∑

j=0

αjHj(Y (s)),

����� Hj(x) (j = 0, 1, 2, . . .) � ��� j"�� ����� !��
�� ������
	� #��� $������ $ ���

��������� �� !��
�� ������
	��%� ���� ��	� αj&� ������ �� T � '� #$�(% 	�� #$�)% ��

$������ $�

μZ = E[Z(s)] = α0, #*%

CZ(‖h‖) = Cov(Z(s), Z(s + h)) =
∑
j≥1

α2
jj!(CY (‖h‖))j. #+%

���� �� ��� ����� ��� ���
	� �������� � ��	�����
�� �	���
 ����� �� 	 �
�	� �����"

��� �� ,�	���� 	�� ������� #(-./%�

0����

W (s0) =
Y (s0) − c′

Y Σ−1
Y Y√

1 − c′
Y Σ−1

Y cY

,

����� Y = (Y (s1), . . . , Y (sn))′� (cY )i = CY (‖hi‖) 	�� (ΣY )ij = CY (‖hij‖) (i, j =

1, . . . , n)�  ��� ��� �������	� ��������� �� W (s0) ���� Y � N(0, 1) 	�� Y (s0) �

��������� ��

Y (s0) =
√

1 − c′
Y Σ−1

Y cY W (s0) + c′
Y Σ−1

Y Y .

 ��� ���
 #1�.�/% �� '�������� 	�� 0	�� #(--(2 �	�� /)%� #$�1% 	�� #$�+% �� $������

/



�� ��� ����	
� �������� Ẑ(s0) �� Z(s0)� ��
� ��� ��� ��������
� 	�
� ����� Y ��

Ẑ(s0) = E[Z(s0)|Y ]

=
∞∑

j=0

αjE

⎡
⎣Hj

⎛
⎝√

1 − c′
Y Σ−1

Y cY W (s0) +
√

c′
Y Σ−1

Y cY
c′

Y Σ−1
Y Y√

c′
Y Σ−1

Y cY

⎞
⎠

∣∣∣∣∣Y
⎤
⎦

=
∞∑

j=0

αjE

[
j∑

k=0

(
j
k

)(√
1 − c′

Y Σ−1
Y cY

)k (√
c′

Y Σ−1
Y cY

)j−k

Hk(W (s0))

×Hj−k

⎛
⎝ c′

Y Σ−1
Y Y√

c′
Y Σ−1

Y cY

⎞
⎠

∣∣∣∣∣Y
⎤
⎦

=
∞∑

j=0

αj

j∑
k=0

(
j
k

)(√
1 − c′

Y Σ−1
Y cY

)k (√
c′

Y Σ−1
Y cY

)j−k

Hj−k

⎛
⎝ c′

Y Σ−1
Y Y√

c′
Y Σ−1

Y cY

⎞
⎠

× E[Hk(W (s0))|Y ]

=
∞∑

j=0

αj

(√
c′

Y Σ−1
Y cY

)j

Hj

⎛
⎝ c′

Y Σ−1
Y Y√

c′
Y Σ−1

Y cY

⎞
⎠ , ���


� ���	 ����� �� ������� �� ��� 	�
� ���
�� ����� ��

E[Ẑ(s0) − Z(s0)]
2 = E[Z(s0)]

2 − E[Ẑ(s0)]
2

=
∞∑

j=1

α2
jj! −

∞∑
j=1

α2
jj!(c

′
Y Σ−1

Y cY )j. ���

Ẑ(s0) �� ����
����� ���
��� T (·) �� ��������  ��	 ��� 
� �!�� ��� "#$% �� Z(s0) ��

ẐBLUP (s0) = μZ + c′
ZΣZ

−1(Z − μZ · 1),


� ��� 	�
� ���
�� ����� ��

E[ẐBLUP (s0) − Z(s0)]
2 = CZ(0) − c′

ZΣ−1
Z cZ ,

�����Z = (Z(s1), . . . , Z(sn))′ = (T (Y (s1)), . . . , T (Y (sn)))′� (cZ)i = CZ(‖hi‖) 
� (ΣZ)ij =

CZ(‖hij‖) (i, j = 1, . . . , n)� &���
���� �� 
���	� ��
� μz = α0 
� CZ(‖h‖) 
�� ������ '�
���( 
�� �������� ��� "#$% 
� ��� �
���� "#$% �������� �� ��� ���� ������� 
��


��� ����
����� 
� ��� ����	
� �������� ��� &������� ��� ����	
���� �� ����� ��������� 
��

�
���( ���������� �( ��� �
	��� 	�
� 
� ���
��
��� �� ��� ������
��� {Z(s)}� )����
�

��
� �� ��� ����	
� �������� ����� �� ��� ��������
��� {Y (s)} 
� �������� 
 �
����
�*���� ��������� � 	��� �������� ��������� �� ��� "#$% 
� ��� �
���� "#$% ����

����	
�� ���*������ �� ���� ��� 
 ������ ���(� +�	� ��		���� 
�� ����� �� +������ ,�

�



��� �����	�
�� ����	
�

��� �����	
	���
 �������	� �� ẐBLUP (s0) �� ��
������ ��� 
��� ��
	�
 �
	
 ��	� ���

�
��� �	 ������� 	�� ������� �� 	�� ���
��
��� �
	��� ��	� 	�� �
�� ���� 
� 	�� ������ ��

������
	����� �� ������ 	�� �����	
	���
 ������� ���
��
��� 	
������ �
� ���� ��������

�� ������ �	 
� ���� !� ���� ���� 	�� 
����	�	�� ��	��
�	� �� ���
��
��� 	
������ �� 	��

"
����
� �
���� #�� ��	� $
	%�� ���
��
��� ����	���� ����� ����������� 	� 	�� �
�� ��

T (x) = x �� 	�� ��
�����& �� 	�� 	�
�������� �
���� #���

'� �� ������ 	�� ����	 �� ������ �	 
� ���� !� (�	 T (x) = x 
�� ����� Z(s) = Y (s)

�� 	��� ������	���� ���� �)! 
�� ��!� 	�� *(+, �� Y (s0) 
�� �	� $-. 
�� ��#��� ��

Ŷ BLUP (s0) = c′
Y Σ−1

Y Y ,

E[Ŷ BLUP (s0) − Y (s0)]
2 = 1 − c′

Y Σ−1
Y cY .

(�	 Cθ(x) �� 
 ����
�	� ������	�� �����
	��� ����	��� ��	� Cθ(0) = 1 
�� Cθ(x) = 0

��� x ≥ θ� Cθ(x) �� �
�� 	�� 	
��� ����	��� ��	� 	�� 	
��� �
��� θ� ���� �������� 	��

������	 �� 	�� ������
 ���
��
��� ����	��� 
�� 	�� 	
��� ����	���� 	�
	 ��

CY
tap(‖h‖) = CY (‖h‖)Cθ(‖h‖).

/�� �� ���
�� CY (‖h‖) �� Ŷ BLUP (s0) ��	� CY
tap(‖h‖) 
�� ��	
�� 	�� 	
����� *(+,

Ŷ tapBLUP (s0) = ctap
Y

′
Σtap

Y

−1
Y ,

����� (ctap
Y )i = CY

tap(‖hi‖) 
�� (Σtap
Y )ij = CY

tap(‖hij‖) (i, j = 1, . . . , n)� ��� ����	���

���
��
��� �
	��� Σtap
Y �
� �
�� ���� �����	� 
�� �� �
�� 
 ��
��� �
	���� �� 	�
	 �	

�� ���� �
�	�� 	� �
��
	� Σtap
Y

−1
Y 	�
� Σ−1

Y Y � /��	 �	 fθ(‖λ‖) �� 	�� ����	�
 �����	�

����	��� �� Cθ(‖h‖)� ���� ������ �	 
� ���� ! ������� 	�� ������� �����	����

����� ���	
�
��0 ��� ���� ε > 0 
�� Mθ < ∞
0 < fθ(‖λ‖) ≤ Mθ

(1 + ‖λ‖2)ν+d/2+ε
.

1	����� Ŷ tapBLUP (s0) �� ��	 	�� *(+, ����� 	�� 	��� ���
��
��� ����	��� CY (·)�
������ �	 
� ���� ! ������ 	�
	 	��� ������	�� �� 
����	�	��
� �2����	 ��	� ������	 	�

	�� *(+,�

������ � ������� �� ��� ������� 3� fθ �
	��#�� 	�� 	
��� �����	���� ������� ) ����

��	� C0 = CY，C1 = CY Cθ� 	�
	 ��

ECY
[Ŷ tapBLUP (s0) − Y (s0)]

2

ECY
[Ŷ BLUP (s0) − Y (s0)]2

=
1 − 2cY

′Σtap
Y

−1
ctap

Y + ctap
Y

′
Σtap

Y

−1
ΣY Σtap

Y

−1
ctap

Y

1 − c′
Y Σ−1

Y cY

→ 1 
� n → ∞.
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������� � �	
� ����
 ��� �
������� ������� �� ��� ������� ���� ���� ��
���� ��

��� ������	 ��������� �����
� Ŷ BLUP �
 ��� ������	 ��������� �� ��� ���

��� ������ ��	�

{Y (s)}�
�� ���
 ������ �� 
��		 
��� ���� ��� �� ����
��������� T (x) ��� ������� ���� ��

Z(s0) �
 �
��������		 ������� ��� ��	 ���� ��
���� �� ẐBLUP (s0) ��� �	
� ���� ��
����

�� Ẑ(s0)�

��� ���� ��	
��

 
 �� !����� �� �	� "�##$%� ��� ������� ���� �� Z(s0) �
 ������ �

ẐtapBLUP (s0) = μZ + ctap
Z

′
Σtap

Z

−1
(Z − μZ · 1),

����� (ctap
Z )i = CZ

tap(‖hi‖)� (Σtap
Z )ij = CZ

tap(‖hij‖) ��� CZ
tap(‖h‖) = CZ(‖h‖)Cθ(‖h‖) (i, j =

1, . . . , n)� &�������� �� �
 �

���� ���� 0 <
∑∞

j=1 α2
jj!j �������
� αj = 0 ��� �� j ≥ 1 ���

Z(s) = T (Y (s)) = c ����� c �
 � ���
����� E[Ẑ(s0)−Z(s0)]
2 �� "'% ��� E[ẐtapBLUP (s0)−

Z(s0)]
2 ��� ������� � ECZ

[Ẑ(s0) − Z(s0)]
2 ��� ECZ

[ẐtapBLUP (s0) − Z(s0)]
2 �� ��(�	�(��

��� �)��������� ����� ��� ���� ����	 ��� ��� ��
��*��	� �����

 {Z(s)} ����(� Z(s) ���

CZ ��� ��������
 �� ��� �����	��( Y (s) ��� CY ��
�����*�	�

��� ��		����( ������� �
 ��� ���� ��
�	��

������� � +����
� ����
∑∞

j=1 α2
jj!j

2ν+d+max{1,2ε} < ∞ ����� ε �
 (�*�� �� ��� �����

���������� �� fθ 
���
��
 ��� ����� ���������� ��� ������� ����� ��� ���� ��� ��� ������	

��������� ��� �
��������		 �,��*�	��� �� ��� -+. 
��
�� ���� �


ECZ
[ẐtapBLUP (s0) − Z(s0)]

2

ECZ
[Ẑ(s0) − Z(s0)]2

=
CZ(0) − 2cZ

′Σtap
Z

−1
ctap

Z + ctap
Z

′
Σtap

Z

−1
ΣZΣtap

Z

−1
ctap

Z∑∞
j=1 α2

jj! −
∑∞

j=1 α2
jj!(c

′
Y Σ−1

Y cY )j

→ 1,

ECZ
[ẐtapBLUP (s0) − Z(s0)]

2

ECZ
[ẐBLUP (s0) − Z(s0)]2

→ 1

���

ECZ
[ẐBLUP (s0) − Z(s0)]

2

ECZ
[Ẑ(s0) − Z(s0)]2

→ 1

�
 n → ∞�
������� / 
����
 �� �)���
��� �� ������� � � !����� �� �	� "�##$% �� ����
 �� ���

�
������� ������� �� ��� ������� ���� ��� ��	 ���� ��
���� �� ��� ���� ��� �	
� ����

��
���� �� ��� ������	 ���	����� ���������� -����*��� �� �
 �	
� 
���� ���� ��� ���� �


0



���������	�

� ��	��� ���� �����	� �� ��� ������
 ��� �� ��� ���
���� ��� ��������

��� ������� ����� ECZ
tap

[ẐtapBLUP (s0) − Z(s0)]
2 = CZ

tap(0) − ctap
Z

′
Σtap

Z

−1
ctap

Z �� ������ �

�����	��� �	�������� ��� ��

���� 	���

��� ����� ���� � ��� ���������� ����
 �� ��

���������	�

� ������
�� �� ��� ��� �� ��� ������
 �����	����

��������� � ���� ��� 	������� �� ������� ��

ECZ
tap

[ẐtapBLUP (s0) − Z(s0)]
2

ECZ
[Ẑ(s0) − Z(s0)]2

→ 1 �� n → ∞.

��� �������  !�" 	� #� 	�
	�
���� #� ���� ��� �
� �#�����#
� ���� {Z(s)} ���
��� ������������ T (·) �� �$��� %������� �� &������ ��� ���	��	�
 ��� �� ��� �������
 !�"� ��� �������� �� ��� �
��'� �����	��� ���� #� ������������ (� �� � ������ ���$�

)� ���� ��� �*���
��� ���	� ��� ���� ���
��� �� � ������	�
 ��
�����

�+,�"!� - .��� ������� ������������/� (� Z(s) = (σY (s) + μ)2� σ > 0 �� Y (s) ∼
N(0, 1)� Z(s) ��� ��� ��

���� �*������� ���� %������ ��
�����
�

Z(s) = σ2H2(Y (s)) + 2μσH1(Y (s)) + (μ2 + σ2)H0(Y (s)).

��	� α0 = μ2 + σ2� α1 = 2μσ� α2 = σ2 �� αj = 0� j ≥ 3� 	
���
� ��� ��������� ��

������� � �� �����0��� ��� ���� .1/ ' .2/�

μZ = μ2 + σ2,

CZ(‖h‖) = 4μ2σ2CY (‖h‖) + 2σ4(CY (‖h‖))2,

Ẑ(s0) = (σcY
′Σ−1

Y Y + μ)2 + σ2(1 − cY
′Σ−1

Y cY )

��

E[Ẑ(s0) − Z(s0)]
2 = 4μ2σ2(1 − cY

′Σ−1
Y cY ) + 2σ4{1 − (cY

′Σ−1
Y cY )2}.

( �����
� ��� �� 0��� ����� ��
�����
 Z(s) =
∑m

j=0 aj(σY (s) + μ)j ���� aj ∈ R

�� m < ∞� ��� 	���������� 	���	���� αj �� ��� %������ ��
�����
� ������� ���

��������� �� ������� � #�	���� αj = 0 .j > m/�

�+,�"!� 3 .��� �*������
 ������������/� 4������ ��� ��

���� ������������

Z(s) = exp(σY (s) + μ),

-5



����� Y (s) ∼ N(0, 1)� ���� 	�
� � ��
��� ����� Z(s) �� ������ � �����������
 ��
���

����� ���
 �� ����� � ����
��� ��

Z(s) = exp

(
μ +

σ2

2

) ∞∑
j=0

σj

j!
Hj(Y (s)).

 �
�� αj = exp(μ + σ2/2)σj/j!� !�� ������!��
 � ������� " �� ��!������ #! ������ ���

��� � �$� �
� ����� � ����
��� � !��!

μZ = exp

(
μ +

σ2

2

)
,

CZ(‖h‖) = μ2
Z{exp(σ2CY (‖h‖)) − 1},

Ẑ(s0) = exp

(
μ +

σ2

2

) ∞∑
j=0

σj

j!

(√
c′

Y Σ−1
Y cY

)j

Hj

⎛
⎝ c′

Y Σ−1
Y Y√

c′
Y Σ−1

Y cY

⎞
⎠

= exp

(
σc′

Y Σ−1
Y Y + μ +

σ2 − σ2c′
Y Σ−1

Y cY

2

)
�%�

�
�

E[Ẑ(s0) − Z(s0)]
2 = μ2

Z{exp(σ2) − exp(σ2c′
Y Σ−1

Y cY )}.

��� �������� !� �������!� !��� 
�
��
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∑
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∞∑
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∞∑
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′
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[Ẑ(s0) − Z(s0)]

2 ≤ ECZ
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� �����	 ���� 	� 	��	 �� 	�� ���� ��� ��,�
��	�� ����� n�
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� � ��	��� .��/ 	� 0�� �� �,�
��	 +������
	
���� ��� ���+��� ẐBLUP 	� ẐtapBLUP ��

��
�� 	�� �������	� ����
��	 ��	����

� �������	�� 
�� ����� ���	��

��
� +�+�� �	��
�� ��1��
���� 	�+��
�� ��� +���
�	
�� �� ����� �+�	
�� ��	� ��	� 
� 	����2

������ ������ 0���� ��� ���.� 	�� ����+	�	
� �,�
���� �� 	�� 	�+���� ���� ��	 ����

.
	� ���+��	 	� 	�� ���� ��	 ���� .
	� ���+��	 	� 	�� �+	
��� +���
�	��� ���	� 3����

�
����	
��� ��++��	 	�����	
��� �����	�� ��
� �����	 +��1
��� � ���	�
��	
�� 	� 	�� ������
�

�� ���24����
�� ����� �+�	
�� ��	� ��	� ��� 	�� ����
���� +���
�	
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	���������	
�� 
� ��/��.� ��� 	�� �+	
��� +���
�	�� 
� 
�����
����

6�.�1�� 	�� ���� �� ��/��.� +�����	��� ���	 �� ����
����� 
� ��	���� 7
��	�� ���

{Z(s)}5 μZ ��� ν ��� ����
�� ���� �� 	�� �����.
�� ������� 8����� 	��	 μZ ��� ν ���

������	�� �+��
0�� ��� ����
��� 	�� �+��	��� ����
	� ����	
��

fM(‖λ‖) =
σ̃2

(α̃2 + ‖λ‖2)ν+d/2
,

��� ��� α̃ > 0 ��� σ̃2 > 0� ���� �
�
��� 	� ������� &5 	�� 	�+���� ���� ����� ��

μZ ��� 	�� ��1��
���� ����	
�� ��� fM(‖λ‖) 
� ���� ����+	�	
����� �,�
��	 .
	� ���+��	
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�� ��� ������	 �
������
 ��� ���� μZ ��� �� ��������� �� ��� ����	� ���� �� ���

����
������� Z = (Z(s1), . . . , Z(sn))′ �
 � ��
� ������� ��������
 ����� ν ����
�����

��� ���� �
������� �������
 �� fM(‖λ‖)� �� ��� �� ��������� �����
����
���		� �� ����

�
������� ����� �� ����� ���
��
 �
�����
�� �� Z = (Z(s1), . . . , Z(sn))′ ����� ��� �������

��� ����� �� �!

"�#� ��� ���������� �� T (x) ����	� �� �������
�� $� T (x) �� ��

���	� �����%��� ��

��� �� ��	���	 �� ����& ��� ��������� �� ����
�� ' ��� ����
���� �� ���
��
���� 
����

��
�����
 θ (�� ��������� ��
 T−1(x) ���� T (x)! ��� �� ��� )�#*+�# �
�����
������

�)�# ��� +�#  ,-.! ���� /� ���� �� ��&� ������� �� ��� �������	��� �� ��� ������%������

/���� ��� ���� � ��
���� �0��� �� ��� ���������� �� ��� ��
�����
� �)��&�	 ��� 1�&���

 ,2 !

����		� ��/ ���� ��� ����
�� )345 /��� ��������� ��
�����
� /�
& /�		6 5����
 ���

7�������� ! �������
�� � 
�	���� ����� 8�/���
 �� ����� �� ���� ������
 �������
�����

�� ��
 ������� �� ����� ��� �! ������ ���

�������� � � 	
���
��� �� ��
���� 	���������

$� ���� �������#� /� ����� ���� 
�	����� 
���	�� �� �
���
���� �� 8�
���� ��	������	�

�9
����
 ��� "�/��	�  ,:-; 9
�������� ��� ��<��& ���:; (	��
 �� �	 �� �! ��� ������

�� 8�
���� ��	������	� Hn(x) �� ��%��� �� Hn(x) = exp(x2/2)(−d/dx)n exp(−x2/2) ��


�#���	�� H0(x) = 1� H1(x) = x� H2(x) = x2 − 1� H3(x) = x3 − 3x� H4(x) = x4 − 6x2 + 3�

H5(x) = x5 − 10x3 + 15x ��� �� �� ��� 8�
���� ��	������	� �
� � ����	��� �
�������	

������ /��� 
������ �� ��� ������
� ��
��	 �
�����	��� ������� �������� ���
���
�� ��

X ∼ N(0, 1)�

E{Hn(X)Hk(X)} =

{
0, n �= k,

n!, n = k,
�= !

��� ����� H0(x) = 1�

E{Hn(X)} = 0, n > 0. �=�!

$� X ��� Y �
� ����
������ �� ����
���� ��
��	 
����� �����
 /��� <�
� ������ ����

��
������ ��� ��

�	����� ��������� ρ �−1 < ρ < 1!�

E{Hn(X)Hk(Y )} =

{
0, n �= k,

ρnn!, n = k.
�='!

 :



������� �� 	�
�

exp

(
tx − t2

2

)
=

∞∑
n=0

Hn(x)tn

n!
����

���

Hn(Ax + By) =
n∑

k=0

(
n
k

)
AkBn−kHk(x)Hn−k(y) ��� A2 + B2 = 1. ����

�������� � 	 
�������� �� fY ��� fZ

�� ���
� �	� ���������� ���������� �� ẐtapBLUP (s0)� �� �	��� ����
� ���� ������ ���

fZ ������ �	� �������� ������� �������� �� CZ � ��
�� �� ���

����� �� ��

fZ(‖λ‖) =
∑
j≥1

α2
jj!f

(j−1)
Y (‖λ‖),

�����

f
(0)
Y (‖λ‖) = fY (‖λ‖) =

A

(α2 + ‖λ‖2)ν+d/2
,

��� f
(j−1)
Y (‖λ‖) (j ≥ 2) �	 
�� (j − 1) 
���	 �����
�� � fY (‖λ‖)� 
��
 �	

f
(j−1)
Y (‖λ‖) = A

∫
Rd

· · ·
∫

Rd

fY (‖ωj−1‖) · · · fY (‖ω1‖)
(α2 + ‖λ − ω1 − · · · − ωj−1‖2)ν+d/2

j−1∏
l=1

dωl

= fY ∗ · · · ∗ fY (‖λ‖) (say).

����  ��� �	�� CZ(‖h‖) =
∑

j≥1 α2
jj!(CY (‖h‖))j ≤ ∑

j≥1 α2
jj!CY (‖h‖) ������� 0 ≤

CY (‖h‖) ≤ 1� �	
�	��
� 
	� �� 	 �
�������� ��� ������ ������  �!� ���"�∫ ∞

0

CY (r)rd−1dr =
αν

2ν−1Γ(ν)

∫ ∞

0

rν+d−1Kν(αr)dr

=
αν

2ν−1Γ(ν)
2ν+d−2α−ν−dΓ

(
d + 2ν

2

)
Γ

(
d

2

)
< ∞.

#��
�	
�� �� ����!  	$�
 �		
�������

h =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

r cos θ1

r sin θ1 cos θ2
���

r sin θ1 · · · sin θd−2 cos θd−1

r sin θ1 · · · sin θd−2 sin θd−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = ru (‖u‖ = 1, r ≥ 0),

�%



∫
Rd

CZ(‖h‖)dh =

∫
∂Bd

∫ ∞

0

CZ(r)rd−1drdU(u)

≤
∑
j≥1

α2
jj!

∫
∂Bd

∫ ∞

0

CY (r)rd−1drdU(u) < ∞,

����� ∂Bd �� ��� ���	
�� �	 ��� ��� ������ � R
d 
� U �� ��� ��	��� ����
������ ��
����

� ∂Bd� �� �
��

∫
Rd

∣∣∣∣∣
∑
j≥1

α2
jj!(CY (‖h‖))j exp(−iλ′h)

∣∣∣∣∣ dh ≤
∫

Rd

∑
j≥1

α2
jj!(CY (‖h‖))jdh

=

∫
Rd

CZ(‖h‖)dh < ∞,

���
��� 0 ≤ CY (‖h‖)� ��� �� 	������ 	��� �������� �������� ��� ����
��� ���������

������� 
� ��� ������� 	�����
 ��
�

fZ(‖λ‖) =
1

(2π)d

∫
Rd

CZ(‖h‖) exp(−iλ′h)dh

=
∑
j≥1

α2
jj!

(2π)d

∫
Rd

(CY (‖h‖))j exp(−iλ′h)dh

=
∑
j≥1

α2
jj!

(2π)d

∫
Rd

(∫
Rd

f
(j−1)
Y (‖ω‖) exp(iω′h)dω

)
exp(−iλ′h)dh

=
∑
j≥1

α2
jj!f

(j−1)
Y (‖λ‖),

����� ��� ����� ���
���� �� ������� �� ��� �������� ��
� ��� ���������
��� �	 ��� �������

��
�	���� �	 ���� 	������ ������������ �� ��� ������� ��
�	��� �	 ��� ��������� �	

����� 	�������

����� �� �� ������� ��	�
∑∞

j=1 α2
jj!(j − 1)2ν+d+1 < ∞
 ����

0 < lim inf
‖–‖→∞

fZ(‖λ‖)‖λ‖d+2ν ≤ lim sup
‖–‖→∞

fZ(‖λ‖)‖λ‖d+2ν < ∞.

����
 ���� ����
 �� ��

fZ(‖λ‖) =A

(
α2

1

(α2 + ‖λ‖2)ν+d/2

+
∑
j≥2

α2
jj!

∫
Rd

· · ·
∫

Rd

fY (‖ωj−1‖) · · · fY (‖ω1‖)
(α2 + ‖λ − ω1 − · · · − ωj−1‖2)ν+d/2

j−1∏
l=1

dωl

)

= A(I + II) (say).  ���!

�"



����� �� �	
��� �� ������� ��� ����� ���� II� ����� ������� ��� ����� ��	� ��

fZ(‖λ‖)‖λ‖d+2ν � �� ����

‖λ‖d+2νII ≥
∑
j≥2

α2
jj!

∫
Rd

· · ·
∫

Rd

‖λ‖d+2νfY (‖ωj−1‖) · · · fY (‖ω1‖)
(α2 + 2‖λ‖2 + 2‖ω1 + · · · + ωj−1‖2)ν+d/2

j−1∏
l=1

dωl.

�����

‖λ‖d+2νfY (‖ωj−1‖) · · · fY (‖ω1‖)
(α2 + 2‖λ‖2 + 2‖ω1 + · · · + ωj−1‖2)ν+d/2

≤ fY (‖ωj−1‖) · · · fY (‖ω1‖)

��

∑
j≥2

α2
jj!

∫
Rd

· · ·
∫

Rd

fY (‖ωj−1‖) · · · fY (‖ω1‖)
j−1∏
l=1

dωl < ∞,

�� ��� ������� ����������� ��������

lim inf
‖–‖→∞

‖λ‖d+2νfZ(‖λ‖) ≥ lim inf
‖–‖→∞

A

(
‖λ‖d+2νI

+
∑
j≥2

α2
jj!

∫
Rd

· · ·
∫

Rd

‖λ‖d+2νfY (‖ωj−1‖) · · · fY (‖ω1‖)
(α2 + 2‖λ‖2 + 2‖ω1 + · · · + ωj−1‖2)ν+d/2

j−1∏
l=1

dωl

)

= A

(
α2

1 +
1

2ν+d/2

∑
j≥2

α2
jj!

)
> 0.

���� �� ������� ��� 	���� ��	� �� fZ(‖λ‖)‖λ‖d+2ν � �� ��� λ = ρv� ω1 = r1u1� · · · �
ωj−1 = rj−1uj−1 ���� ‖v‖ = ‖u1‖ = · · · = ‖uj−1‖ = 1� ���� ��� j ≥ 2� ��� �������� ����

�� � �!" �	������� �� ‖λ‖d+2ν ��	��� ��∫
∂Bd

· · ·
∫

∂Bd

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

Aρd+2ν

(α2 + ‖ρv − r1u1 − · · · − rj−1uj−1‖2)ν+d/2

× A

(α2 + r2
1)

ν+d/2
· · · A

(α2 + r2
j−1)

ν+d/2

j−1∏
l=1

rd−1
l

j−1∏
m=1

drm

j−1∏
n=1

dU(un)

=

∫
{r1,··· ,rj−1,u1,··· ,uj−1|‖r1u1+···+rj−1uj−1‖≤ρ/2}

·
j−1∏
m=1

drm

j−1∏
n=1

dU(un)

+

∫
{r1,··· ,rj−1,u1,··· ,uj−1|‖r1u1+···+rj−1uj−1‖>ρ/2}

·
j−1∏
m=1

drm

j−1∏
n=1

dU(un)

=II1 + II2 (say).

#$



����� �� {‖r1u1 + · · · + rj−1uj−1‖ ≤ ρ/2}�
1

(α2 + ‖ρv − r1u1 − · · · − rj−1uj−1‖2)ν+d/2
≤ 1

(α2 + ρ2/4)ν+d/2
,

��� 	
� 1 ≤ k ≤ j − 1�

∫
∂Bd

∫ ∞

0

A

(α2 + r2
k)

ν+d/2
rd−1
k drkdU(uk) = 1,

II1 ≤ Aρd+2ν

(α2 + ρ2/4)ν+d/2

∫
∂Bd

· · ·
∫

∂Bd

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

A

(α2 + r2
1)

ν+d/2
· · · A

(α2 + r2
j−1)

ν+d/2

×
j−1∏
l=1

rd−1
l

j−1∏
m=1

drm

j−1∏
n=1

dU(un)

≤A22ν+d.

�� �� 
��� ����� {‖r1u1 + · · ·+rj−1uj−1‖ > ρ/2} ������� �� ri > ρ/(2(j−1)) 	
� �
��

i �1 ≤ i ≤ j − 1�� �����	
��

II2 ≤
j−1∑
i=1

∫
{ri>ρ/(2(j−1))}

Aρd+2ν

(α2 + ‖ρv − r1u1 − · · · − rj−1uj−1‖2)ν+d/2

× A

(α2 + r2
1)

ν+d/2
· · · A

(α2 + r2
j−1)

ν+d/2

j−1∏
l=1

rd−1
l

j−1∏
m=1

drm

j−1∏
n=1

dU(un)

≤
j−1∑
i=1

Aρd+2ν(
α2 + ρ2

4(j−1)2

)ν+d/2

∫
∂Bd

· · ·
∫

∂Bd

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

× A

(α2 + ‖ρv − r1u1 − · · · − rj−1uj−1‖2)ν+d/2

A

(α2 + r2
1)

ν+d/2
· · · A

(α2 + r2
i−1)

ν+d/2

× A

(α2 + r2
i+1)

ν+d/2
· · · A

(α2 + r2
j−1)

ν+d/2

j−1∏
l=1

rd−1
l

j−1∏
m=1

drm

j−1∏
n=1

dU(un)

=

j−1∑
i=1

Aρd+2ν(
α2 + ρ2

4(j−1)2

)ν+d/2

∫
Rd

· · ·
∫

Rd

fY (‖λ − ω1 − · · · − ωj−1‖)

× fY (‖ω1‖) · · · fY (‖ωi−1‖)fY (‖ωi+1‖) · · · fY (‖ωj−1‖)dωj−1 · · · dω1

=

j−1∑
i=1

Aρd+2ν(
α2 + ρ2

4(j−1)2

)ν+d/2

∫
Rd

fY ∗ · · · ∗ fY (‖λ − ωi‖)dωi

≤A22ν+d(j − 1)2ν+d+1,

��



������� ∫
Rd

f
(i)
Y (‖ω‖)dω = (CY (0))i+1 = 1. ��	
�

������ �� ����

lim sup
‖–‖→∞

‖λ‖d+2νfZ(‖λ‖) ≤ lim sup
‖–‖→∞

A

(
‖λ‖d+2νI +

∑
j≥2

α2
jj!2

2ν+d(1 + (j − 1)2ν+d+1)

)

≤A22ν+d
∑
j≥1

α2
jj!(1 + (j − 1)2ν+d+1) < ∞.

����� �� ��

lim
‖–‖→∞

f
(j)
Y (‖λ‖)
fY (‖λ‖) = j + 1 (j ≥ 0), ��	��

��� �� fθ(‖λ‖) ������	� �
	 ���	� ���������

lim
‖–‖→∞

f
(j)
Y ∗ fθ(‖λ‖)
fY (‖λ‖) = j + 1 (j ≥ 0). ��	��

������ ������ ������� ��	��	 �� ����� ���� ��� �������� �� ����������� �������	 ���

j = 0� ��� ������ ����� �������	 ������ ���� � ����� ��� j = K	 ������� j = K + 1	 ��

����� ���� ��� �������� � ��� ���� ��� ��  ��!����� " �� ������ �� ��	 �
##$�	 %���

���� f
(K+1)
Y = fY ∗ f

(K)
Y 	 &���

f
(K+1)
Y (‖λ‖)
fY (‖λ‖) =

∫
Rd fY (‖x‖)f (K)

Y (‖x − λ‖)dx

fY (‖λ‖) .

�� ���� ��� ��������� ��� ��� �������' (�� !����∫
0≤‖x‖<Δ

′
+

∫
Δ

′≤‖x‖<ρ/2

+

∫
ρ/2≤‖x‖<ρ−Δ

+

∫
ρ−Δ≤‖x‖<ρ+Δ

+

∫
ρ+Δ≤‖x‖

,

����� λ = ρv� ‖v‖ = 1� Δ, Δ
′ → ∞� Δ/ρ → 0 ��� Δ

′
/ρ → 0 �� ρ → ∞	 )�(�� Δ = O(ρδ)

��� ���� (2ν + d)/(2ν + d + 2ε) < δ < 1 �� �  ��!����� " �� ������ �� ��	 �
##$�	

���	� * 0 ≤ ‖x‖ < Δ
′

%��� ���� ‖λ − x‖ ≥ ρ − Δ
′
	 +��� ��� ������ ����� ��� j = K�

f
(K)
Y (‖x − λ‖)

fY (‖λ‖) → K + 1







�� ρ → ∞� �� �����	� �
��

lim
ρ→∞

∫
0≤‖x‖<Δ

′ fY (‖x‖)f (K)
Y (‖x − λ‖)dx

fY (‖λ‖) = (K + 1) lim
ρ→∞

∫
0≤‖x‖<Δ′

fY (‖x‖)dx = K + 1.

����� � Δ
′ ≤ ‖x‖ < ρ/2

∫
Δ

′≤‖x‖<ρ/2
fY (‖x‖)f (K)

Y (‖x − λ‖)dx

fY (‖λ‖) =
1

fY (ρ)

∫
Δ′≤‖x‖<ρ/2

fY (‖x‖)fY (‖x − λ‖)

× f
(K)
Y (‖x − λ‖)
fY (‖x − λ‖) dx

≤A
′
fY (ρ/2)

fY (ρ)

∫
Δ′≤‖x‖<ρ/2

fY (‖x‖)dx → 0

�� ρ → ∞ 	
�� A
′
�� � �������� ����� ����������� �� x ������� ‖x − λ‖ ≥ ρ/2�

����� � ρ/2 ≤ ‖x‖ < ρ − Δ

∫
ρ/2≤‖x‖<ρ−Δ

fY (‖x‖)f (K)
Y (‖x − λ‖)dx

fY (‖λ‖) ≤ fY (ρ/2)

fY (ρ)

∫
Δ≤‖x‖

f
(K)
Y (‖x‖)dx → 0

�� ρ → ∞�

����� � ρ − Δ ≤ ‖x‖ < ρ + Δ

∫
ρ−Δ≤‖x‖<ρ+Δ

fY (‖x‖)f (K)
Y (‖x − λ‖)dx

fY (‖λ‖) ≤ fY (ρ − Δ)

fY (ρ)
→ 1

�� ρ → ∞� ������� ��� ������∫
ρ−Δ≤‖x‖<ρ+Δ

fY (‖x‖)f (K)
Y (‖x − λ‖)dx

fY (‖λ‖) ≥ fY (ρ + Δ)

fY (ρ)

∫
0≤‖x‖<Δ

f
(K)
Y (‖x‖)dx → 1

�� ρ → ∞� �
�� ∫
ρ−Δ≤‖x‖<ρ+Δ

fY (‖x‖)f (K)
Y (‖x − λ‖)dx

fY (‖λ‖) → 1

�� ρ → ∞�

����� � ρ + Δ ≤ ‖x‖

∫
ρ+Δ≤‖x‖

fY (‖x‖)f (K)
Y (‖x − λ‖)dx =

∫
Rd

fY (‖x − λ‖)f (K)
Y (‖x‖)1{ρ + Δ ≤ ‖x − λ‖}dx

≤fY (ρ + Δ)

∫
∂Bd

∫ ∞

0

f
(K)
Y (r)1{Δ ≤ r}rd−1drdU(u).

��



�����

0 ≤
∫

ρ+Δ≤‖x‖ fY (‖x‖)f (K)
Y (‖x − λ‖)dx

fY (‖λ‖) ≤ (α2 + ρ2)ν+d/2

(α2 + (ρ + Δ)2)ν+d/2

∫
∂Bd

∫ ∞

0

f
(K)
Y (r)

× 1{Δ ≤ r}rd−1drdU(u).

���� ��	� f
(K)
Y (r)1{Δ ≤ r}rd−1 ≤ f

(K)
Y (r)rd−1 	�


∫
∂Bd

∫ ∞
0

f
(K)
Y (r)rd−1drdU(u) =∫

Rd f
(K)
Y (‖x‖)dx = 1 ��� ������ �� ��� 
���	��
 ����������� �������∫

∂Bd

∫ ∞

0

f
(K)
Y (r)1{Δ ≤ r}rd−1drdU(u) → 0

	� ρ → ∞� ���������� ∫
ρ+Δ≤‖x‖ fY (‖x‖)f (K)

Y (‖x − λ‖)dx

fY (‖λ‖) → 0

	� ρ → ∞� ��� ������ ����� ���
� ��� j = K + 1�

���� �� �����
�� ������  � j = 0� ��� ������ ���
� ��� !��"������� # �� $����� �� 	��

��%%&�� ���� ��� 	�� j > 0� ��� 	�������� �� ����� �� ��� �	� �	� 	� ������

�������� � 	 
���� � ������� � ��� ��������� �

'� (��� "��"	�� ����� ��	��

����� �� �� ������� ��	�
∑∞

j=1 α2
jj!j < ∞
 ����

lim
n→∞

ECY
[Ŷ BLUP (s0) − Y (s0)]

2

ECZ
[Ẑ(s0) − Z(s0)]2

=
1∑

j≥1 α2
jj!j

.

����
 ) ��	����	�� �	�
� (��
 �� �	� �*�	�� ���������� �� 	�
 ���� �� ��� ���	��	���

�������� �� ���������� 	� ��� ������ ���� +���� #,,,- "	�� �%�� ����� ��� .	/����0 	�


+0�
	����0/��#,12�� ECY
[Ŷ BLUP (s0) − Y (s0)]

2 = 1 − c′
Y Σ−1

Y cY ≥ 0 	�
 c′
Y Σ−1

Y cY → 1 	�

n → ∞� !�� an = c′
Y Σ−1

Y cY (≤ 1)� $�� ��� 	�
 �3��

ECY
[Ŷ BLUP (s0) − Y (s0)]

2

ECZ
[Ẑ(s0) − Z(s0)]2

=
1 − an∑∞

j=1 α2
jj! −

∑∞
j=1 α2

jj!(an)j
=

1∑∞
j=1 α2

jj!
(∑j−1

i=0 ai
n

) .

+���� α2
jj!

(∑j−1
i=0 ai

n

)
≤ α2

jj!j� 4� ��� 
���	��
 ����������� ������� ��� 	�������� ��

�4�	���
�

����� �� �� ������� ��	�
∑∞

j=1 α2
jj!j

2ν+d+1 < ∞
 ����

lim
n→∞

ECZ
[ẐBLUP (s0) − Z(s0)]

2

ECY
[Ŷ BLUP (s0) − Y (s0)]2

=
∑
j≥1

α2
jj!j.

��



������ �� �� ��� �	

� 
� ��� �� � �
	 ��� j ≥ 1�

f
(j−1)
Y (‖λ‖)
fY (‖λ‖) ≤ 22ν+d(1 + (j − 1)2ν+d+1).

���� �� ��� �
������ �
���	����� ���
	�� ���� �� � ��� �� ��

lim
‖–‖→∞

fZ(‖λ‖)
fY (‖λ‖) = lim

‖–‖→∞

∑
j≥1

α2
jj!

f
(j−1)
Y (‖λ‖)
fY (‖λ‖) =

∑
j≥1

α2
jj!j.

�� �������� ���
	� � ���� C0 = CY ��� C1 = CZ � �� ���� �� n → ∞
1 − 2cY

′ΣZ
−1cZ + cZ

′ΣZ
−1ΣY ΣZ

−1cZ

1 − c′
Y Σ−1

Y cY

→ 1

���

CZ(0) − c′
ZΣ−1

Z cZ

1 − 2cY
′ΣZ

−1cZ + cZ
′ΣZ

−1ΣY ΣZ
−1cZ

→
∑
j≥1

α2
jj!j.

���	��
	� �� n → ∞
ECZ

[ẐBLUP (s0) − Z(s0)]
2

ECY
[Ŷ BLUP (s0) − Y (s0)]2

=
CZ(0) − c′

ZΣ−1
Z cZ

1 − c′
Y Σ−1

Y cY

→
∑
j≥1

α2
jj!j.

��� ftap ���
�� ��� �����	�� ������� ������
� 
� ��� ����	�� �
��	����� ������
� CZ
tap(‖h‖) =

CZ(‖h‖)Cθ(‖h‖)� ���	��
	�

ftap(‖λ‖) = fZ ∗ fθ(‖λ‖) =

∫
Rd

fz(‖x‖)fθ(‖x − λ‖)dx.

����� �� �� �����	
 ���
∑∞

j=1 α2
jj!j

2ν+d+max{1,2ε} < ∞ ��
�
 ε �	 ���
� �� ��
 ��
�

���������� �� fθ 	��	�
	 ��
 ��
� ����������

lim
‖–‖→∞

ftap(‖λ‖)
fZ(‖λ‖) = 1.

������ �	
 ��� �� �� �� ����

ftap(‖λ‖)
fZ(‖λ‖) =

∫
Rd fz(‖x‖)fθ(‖x − λ‖)dx

fZ(‖λ‖)

=

∑
j≥1 α2

jj!
∫

Rd f
(j−1)
Y (‖x‖)fθ(‖x − λ‖)dx

fZ(‖λ‖)

=
fY (‖λ‖)
fZ(‖λ‖)

∑
j≥1

α2
jj!

f
(j−1)
Y ∗ fθ(‖λ‖)

fY (‖λ‖) .

� 



�� ����� ������	� 	�� �

�� ���� � f
(j−1)
Y ∗ fθ(‖λ‖)/fY (‖λ‖)� �� j = 1� �	 ����� ���

��
��	�� � � ������ �	 ��� ������ 	��	 fY ∗ fθ(‖λ‖)/fY (‖λ‖) → 1 �� ‖λ‖ → ∞�

���� fY ∗ fθ(‖λ‖)/fY (‖λ‖) �� ������� �� j ≥ 2� 
�		�� λ = ρv� ω1 = r1u1� · · · �
ωj−1 = rj−1uj−1� ωj = rjuj ��	� ‖v‖ = ‖u1‖ = · · · = ‖uj−1‖ = ‖uj‖ = 1� �� ����

f
(j−1)
Y ∗ fθ(‖λ‖)

fY (‖λ‖) =

∫
∂Bd

· · ·
∫

∂Bd

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

(α2 + ρ2)ν+d/2

(α2 + ‖ρv − r1u1 − · · · − rj−1uj−1 − rjuj‖2)ν+d/2

× A

(α2 + r2
1)

ν+d/2
· · · A

(α2 + r2
j−1)

ν+d/2
fθ(rj)

j∏
l=1

rd−1
l

j∏
m=1

drm

j∏
n=1

dU(un)

=

∫
{r1,··· ,rj ,u1,··· ,uj |‖r1u1+···+rjuj‖≤ρ/2}

·
j∏

m=1

drm

j∏
n=1

dU(un)

+

∫
{r1,··· ,rj ,u1,··· ,uj |‖r1u1+···+rjuj‖>ρ/2}

·
j∏

m=1

drm

j∏
n=1

dU(un)

=J1 + J2 (say).

���� ������� 	 I1 � !���� "� �� �� ����

J1 ≤ 22ν+d. �#���

$�%	 �� ��&�
�� J2 ��	 	�� 	� 	�����

J2 ≤
j−1∑
i=1

∫
{ri>ρ/(2j)}

(α2 + ρ2)ν+d/2

(α2 + ‖ρv − r1u1 − · · · − rj−1uj−1 − rjuj‖2)ν+d/2

× A

(α2 + r2
1)

ν+d/2
· · · A

(α2 + r2
j−1)

ν+d/2
fθ(rj)

j∏
l=1

rd−1
l

j∏
m=1

drm

j∏
n=1

dU(un)

+

∫
{rj>ρ/(2j)}

(α2 + ρ2)ν+d/2

(α2 + ‖ρv − r1u1 − · · · − rj−1uj−1 − rjuj‖2)ν+d/2

× A

(α2 + r2
1)

ν+d/2
· · · A

(α2 + r2
j−1)

ν+d/2
fθ(rj)

j∏
l=1

rd−1
l

j∏
m=1

drm

j∏
n=1

dU(un)

=J21 + J22 (say).

'� �� 	�� 
�� � !���� "� �

J21 ≤ (α2 + ρ2)ν+d/2(
α2 + ρ2

4j2

)ν+d/2
(j − 1) ≤ 22ν+dj2ν+d+1 �#���

��



���

J22 ≤
∫
{rj>ρ/(2j)}

(α2 + ρ2)ν+d/2

(α2 + ‖ρv − r1u1 − · · · − rj−1uj−1 − rjuj‖2)ν+d/2

× A

(α2 + r2
1)

ν+d/2
· · · A

(α2 + r2
j−1)

ν+d/2

Mθ

(1 + r2
j )

ν+d/2+ε

j∏
l=1

rd−1
l

j∏
m=1

drm

j∏
n=1

dU(un)

≤A12
2ν+d+2εj2ν+d+2ε, �����

	
��� A1 � � �������� ���� ���������� �� ‖λ‖� ���� �
� ���� �� j = 1� ����� � ������

f
(j−1)
Y ∗ fθ(‖λ‖)

fY (‖λ‖) ≤ A2j
2ν+d+max{1,2ε}

���

∑
j≥1

α2
jj!A2j

2ν+d+max{1,2ε} < ∞,

	
��� A2 � � �������� ���� ���������� �� ‖λ‖� ����� �� �
� ����� �� ����� �� �� �
�
�������� ����������� �
����� ��� �����  � ��

lim
‖λ‖→∞

ftap(‖λ‖)
fZ(‖λ‖) =

(
1∑

j≥1 α2
jj!j

) ∑
j≥1

α2
jj!j = 1.

!���� �
�� ������  � � ��� �� � ��� �
� ���"������ �� �
� �������� �� #
����� ��

	� 
��� �
� ��$$�	�� ����������

����������� 	
�
 %���� �
� �������� �� #
����� ��

ECZ
[ẐtapBLUP (s0) − Z(s0)]

2

ECZ
[ẐBLUP (s0) − Z(s0)]2

→ 1

���

ECZ
tap

[ẐtapBLUP (s0) − Z(s0)]
2

ECZ
[Ẑ(s0) − Z(s0)]2

→ 1

�� n → ∞�

����� �� ������ �

�&



�� ��������� 	
� ��	� �� 	
� ��� �	� 	
� 	
��� 	����

ECZ
[ẐtapBLUP (s0) − Z(s0)]

2

ECZ
[Ẑ(s0) − Z(s0)]2

=
ECY

[Ŷ BLUP (s0) − Y (s0)]
2

ECZ
[Ẑ(s0) − Z(s0)]2

ECZ
[ẐBLUP (s0) − Z(s0)]

2

ECY
[Ŷ BLUP (s0) − Y (s0)]2

× ECZ
[ẐtapBLUP (s0) − Z(s0)]

2

ECZ
[ẐBLUP (s0) − Z(s0)]2

.

�
�� �� ������ �� � ��� �� �� 	
� ���	 	��� ��� 	
� ������ 	��� �������� 	� 1/
∑

j≥1 α2
jj!j

���
∑

j≥1 α2
jj!j ������	���� �� n → ∞�  ��� !�����	�� ��"�� 	
� 	
�� 	��� ���������

	� � �� n → ∞� �
� ����� � ������	���

�

����� �� ��������� 	

�� ��������� 	
� ��	� �� 	
� ��� �	� 	
� 	#� 	����

ECZ
tap

[ẐtapBLUP (s0) − Z(s0)]
2

ECZ
[Ẑ(s0) − Z(s0)]2

=
ECZ

[ẐBLUP (s0) − Z(s0)]
2

ECZ
[Ẑ(s0) − Z(s0)]2

ECZ
tap

[ẐtapBLUP (s0) − Z(s0)]
2

ECZ
[ẐBLUP (s0) − Z(s0)]2

.

�
�� �� 	
� ����� �� �
����� $� 	
� ���	 	��� ��������� 	� � �� n → ∞�  ����� ��

!�����	�� ��"�� 	
� ������ 	��� ��������� 	� � �� n → ∞� �
� ����� � ������	���

�


������ � � �������� �� ��� ������� ������ � ������ �

����� �� 	� ��� {Si}i≥1 �� ������ ��	
���� �� D� 
����� ���� ���� P ({ω|‖Si − s0‖ ≤
ε}) > 0 ��� ��� ε > 0� P (Si = s0) = 0 ��� s0 ∈ D� ����

s0 ∈ {Si, i = 1, 2, . . .} ����

������ %���� Aij = {ω|‖Si − s0‖ ≤ 1/j} ��� i, j ∈ N� &� 	
� ���'��	��� P (Aij) > 0�

�
��

P

( ∞⋂
i=1

Ac
ij

)
= lim

k→∞
(P (Ac

ij))
k = 0,

����'�� P (Ac
ij) = 1 − P (Aij) < 1� �
'�，P (

⋃∞
i=1 Aij) = 1� %���� Bj =

⋃∞
i=1 Aij� �
��

P

( ∞⋂
j=1

Bj

)
= 1 − P

( ∞⋃
j=1

Bc
j

)
≥ 1 −

∞∑
j=1

P (Bc
j) = 1.

�
�������

P ({ω|s0 ∈ {Si, i = 1, 2, . . .}}) = P

( ∞⋂
j=1

∞⋃
i=1

Aij

)
= 1.

�(



��������	
����� ��� ������	 ��� 
������� �� ����		�� �������� �������� ���

����		�� ���� �� ������ ��� ������� �������	 ��� ��	��		���	� �� ��	� ���������
�

��� 	�

�	����	 ���� ��� �		������ ������ ��� ����� ��������	 �������	 ���� ������ ���

�������� ��� ����	������ ���	 ���� �	 	�������� �� ��� ��	�����  �����	��� !"#$% ����

��� &���� '������ ��� ��� �������� �� '������ ��� �� ��� �����	(��(��� ��� '��������

��	����� !�% )*)+*,*- ���� ��� &�����	� ����	��� �� .��������/ '������/ '����	/ #������

��� ��������
��

����������

0$1 2�����/ � &� ��� "��	��/ 3��� !$-4$%� �� �����	�	 �� ����	���������	 ����	����� �������

�� 	
� ������� �	�	��	���� �������	���/ ��/ )-5(*$$�

0)1 2�6/ �� .� � ��� #�6/ "� �� !$-5+%� �� �����	�	 �� ����	���������	� ������� �� 	
�

����� �	�	��	���� �����	�� ������ �/ ��/ )$$()7)�

0*1 2��������/ �&� ��� "���	/ ���� !$--$%� ��� ������� �
���� ��� ��	
���/ 	����� ���

'����
��/ 8�� 9����

0+1 #��		��/ 8� !$--*%� �	�	��	��� ��� ���	��� ��	�/ ����	�� ��� �����/ 8�� 9����

071 "� :�������/ ;� !),,5%� :� ������� ����� ��� ����� ���������� �� ��
(���		��� ������

����	� ������������ ������� �� �	�	��	���/ ��/ 7)*(7+,�

051 "�/ &�/ <���
/ =� ��� ���������/ ;� '� !),,-%�  �6��(������ �	�������� ���������	

�� ������� ��6���� ���������� �	�������	� ������ �� �	�	��	���/ ��/ ***,(**5$�

0>1  �����	/ �� ��� �����/ 2� !),$,%� '������� "������ ?� �������/ ��.�/ "�

��/ �&�/

 �����	/ �� ��� �������/ � !.�	�%/ �������� �� ���	��� �	�	��	���� #������ ���

=���@#�#�

041  �����/ ��/ ������/ �� �� ��� 8�����/ "� !),,5%� #��������� �������
 ��� �������������

�� ���
� 	������ ����	��	� ������� ��  ���	�	����� ��� !���
���� �	�	��	���/ ��/ 7,)(

7)*� "���	� ��� ������� � ������� ��  ���	�	����� ��� !���
���� �	�	��	��� / ��/

4)*(4)+�

0-1  �����/ �� ��� '���/ '� �� !),$,%� 	���A � 	���	� �����6 � �����
� ���� �����	�	 ��

�#�# ������	 ��� ���		��� ������ ������ ����	� ������� �� �	�	��	���� ���	#���/

�� ����/ $()7�

)-
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 ���� �� �� ���
 ���� ������� ������ ��	
�������� ����� ������� ����

 !"��#$ %"!���

���� �"���#!$�
 &�'� �� ($)���
 &�*� �+��,�� ����� �� ��������� ������ ��� �������


�! !�#� !�� -.�!/�. %"!���
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