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経済統計・政府統計の理論と応用からの提言 ��� ランダムネスによるプライバシー保護の評価

概要

�� ランダムな個票データの情報漏洩危険性

�� 差分プライバシーと微分プライバシー

�� 各種ランダム度数メカニズムの危険性評価

�� 有望なメカニズム�擬似多項分布の紹介
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ランダムな個票データは安全？

• 情報保護のため、公開する個票データを乱数にすることはよく行われる。
� 例）サンプリング、ランダムノイズ付加、ランダムスワッピング、模造

• 公開個票データから母集団の母数が推定されると情報漏洩が判明：
� 既知属性所与で条件付き（母集団）分布のサイズが �と分かれば、識別開示
� 既知属性所与で条件付き（母集団）分布が退化と分かれば、属性開示
� 既知属性所与で条件付き（母集団）分布の分散が小と分かれば、推測開示

• ランダムな出力（＝標本）から母数（＝母集団分布）を推定する際の精度を、情報漏洩
の危険性と考える。

• 母数推定精度（推定量の分散）は、対数尤度関数の傾きが決めている。
• 「差分プライバシー」は対数尤度関数の傾きを押さえることで、母数推定の精度を押
さえている。
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差分プライバシー� �������������	� 
����の枠組み

• �m = (m1,m2, . . . ,mJ)が「標本」。mj は第 j セルの観測度数。
� m =

∑J
j=1 mj は標本サイズ。

• �n = (n1, n2, . . . , nJ)が「母集団」。nj は第 j セルの母集団度数。
� n =

∑J
j=1 nj は母集団サイズ。

• �n′ = (n′
1, n

′
2, . . . , n

′
J)は �nと一個体のみ違う度数ベクトル。つまり適当な j �= kについ

て、n′
j = nj + 1, n′

k = nk − 1となっている。

• ε�差分プライベート⇔ ∀(�m,�n)∣∣∣�(�m;�n)/�(�m; �n′)
∣∣∣ ≤ exp(ε) ���
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• �nと �n′ の差は一個体の移動だが、追加（ないし削除）した場合の尤度比で差分プライ
バシーを定義してもよいはず。
� 移動では母集団に含まれていることに変わりはない。

• 「標本」を個票データとして公開するのでなければ、�mが非負整数のベクトルである
必要はない。
� �nの各要素にラプラースノイズを乗せた �mは差分プライベートである。
� 差分プライベートな実数のベクトルを事後処理して非負整数のベクトル化しても差
分プライベート。しかしこの方法の挙動解析は面倒。
∗ 寺田ほか ������は総和条件を満たす非負整数となるように事後処理。

� 本報告では総和条件を満たす非負整数の多変量分布を考察。

�

経済統計・政府統計の理論と応用からの提言 ��� ランダムネスによるプライバシー保護の評価

微分プライバシー

• 一個体を追加ないし削除した場合の尤度比で差分プライバシーを定義：∣∣∣∣ log �(�m;�n)− log �(�m;�n+Δ)

|Δ|
∣∣∣∣ ≤ ε, |Δ| = 1

• ここで |Δ| → 0の極限の解釈：

|∂ log �(�m;�n)/∂nj | ≤ ε ���

• 全ての �mについて ���式が成立するなら、正則条件の下で

�(n̂j) ≥ 1/ε2

� I(nj) := ��m[(∂ log �(�m;�n)/∂nj)
2] ≤ ε2である。この時クラメールラオの不等式が

成立するなら �(n̂j) ≥ 1/I(nj)

• つまり母数推定精度の上限を与えている。
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考察）単純無作為非復元抽出

• リサンプリング機構として単純無作為非復元抽出を採用した場合（超幾何分布）：

�(�m;�n) =

(
n1

m1

)(
n2

m2

) · · · (nJ

mJ

)
(
n
m

)

• この時 ε�差分プライバシーは達成出来ない。
� �(�m;�n)/�(�m; �n′)の分母が �、分子が正となる場合がある。��� nk = 1,mk = 1

• �mの値域が母数 �nに依存しているのが原因。

• �mの値域を �nに依存しないようにするには、例えば

�(�m;�n,�l) =

(
n1+l1
m1

)(
n2+l2
m2

) · · · (nJ+lJ
mJ

)
(
n+l·
m

) ���

のような方法が考えられる。これは一種の模造機構である。
� lj > mの時に �mの値域は �nに依存しない。
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考察）超幾何分布による模造

• 模造機構として ���式を採用。変形した結果：

�(�m;�n,�l) =

(
m

�m

)
Γ(n−m+ l· + 1)

Γ(n+ l· + 1)

J∏
j=1

Γ(nj + lj + 1)

Γ(nj + lj −mj + 1)

• この時 ε�差分プライベート⇔∣∣∣∣ 1 + minj lj
1 + minj lj −m

∣∣∣∣ ≤ exp(ε) ���

� 注）∀j, lj > m

• n 	 mなら実用性があるかもしれないが。

• ��	
�����
���������の例：(m =百万 , ε = 7) ⇒ lj ≥ 1000911.714
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超幾何分布の微分プライバシー

• 微分プライバシー⇔∀(�m,�n)

|∂ log �(�m;�n)

∂nj
| = | 1

nj + lj
+

1

nj + lj − 1
+ · · ·+ 1

nj + lj −mj + 1

− 1

n+ l·
− 1

n+ l· − 1
− · · · − 1

n+ l· −m+ 1
| ≤ ε

• 上式左辺が最大化されるのは nj = 0,mj = mの時なので �lj > m�、微分プライバシー
⇔

| 1

minj lj
+

1

minj lj − 1
+ · · ·+ 1

minj lj −m+ 1

− 1

n+ l·
− 1

n+ l· − 1
− · · · − 1

n+ l· −m+ 1
| ≤ ε

• m,n,minj lj(n 	 m)が大きければ上式は近似的に

| minj lj
minj lj −m

| ≈ | (minj lj)(n+ l· −m)

(minj lj −m)(n+ l·)
| ≤ exp(ε) ↔ (4)
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考察）単純無作為復元抽出

• 復元抽出なら nj = 0のセルのみmj の値域が nj に依存。

• 模造機構として単純無作為復元抽出を採用した場合（多項分布）：

�(�m;�n, �β) =

(
m

�m

) J∏
j=1

(
nj + βj

n+ β·

)mj

� βj > 0なら nj = 0でもmj の値域は変わらない。

• この時 ε�差分プライベート⇔(
1 +

1

minj βj

)m

≤ exp(ε) ���

• ���	�
�����	��������の例：(m =百万 , ε = 7) ⇒ βj ≥ 142857

��
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単純無作為復元抽出の微分プライバシー

• 微分プライバシー⇔∀(�m,�n)

|∂ log �(�m;�n)

∂nj
| = | mj

nj + βj
− m

n+ β·
| ≤ ε

• 上式左辺が最大化されるのは nj = 0,mj = mの時なので、微分プライバシー⇔

| m

minj βj
− m

n+ β·
| ≤ ε

• nが大きいときに上式は近似的に

exp(
m

minj βj
) ≤ exp(ε)

• さらにminj βj が大きい時

(1 +
1

minj βj
)m ≈ exp(

m

minj βj
) ≤ exp(ε) ↔ (5)
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考察）負の超幾何分布による模造

• ��������������� 	
���の模造機構（負の超幾何分布）：

�(�m;�n, �α) =

(
m

�m

)
Γ(n+ α·)

Γ(n+ α· +m)

J∏
j=1

Γ(nj + αj +mj)

Γ(nj + αj)

• この時 ε�差分プライベート⇔ ∣∣∣∣minj αj +m

minj αj

∣∣∣∣ ≤ exp(ε) 	�

• αj = O(m)くらいで左辺を �����出来る。

• ���������������	
���の例：(m =百万 , ε = 7) ⇒ αj ≥ 914

�
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負の超幾何分布の微分プライバシー

• 微分プライバシー⇔∀(�m,�n)

|∂ log �(�m;�n)

∂nj
| = | 1

nj + αj
+

1

nj + αj + 1
+ · · ·+ 1

nj + αj +mj − 1

− 1

n+ α·
− 1

n+ α· + 1
− · · · − 1

n+ α· +m− 1
| ≤ ε

• 上式左辺が最大化されるのは nj = 0,mj = mの時なので、微分プライバシー⇔

| 1

minj αj
+

1

minj αj + 1
+ · · ·+ 1

minj αj +m− 1

− 1

n+ α·
− 1

n+ α· + 1
− · · · − 1

n+ α· +m− 1
| ≤ ε

• m,n,minj αj(n 	 m)が大きければ上式は近似的に∣∣∣∣minj αj +m

minj αj

∣∣∣∣ ≈ | (m+minj αj)(n+ α·)
minj αj(n+m+ α·)

| ≤ exp(ε) ↔ (6)
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考察）擬似多項分布による模造

• 擬似多項分布 ����� ��による模造機構：

�(�m;�n,�γ) =

(
m

�m

)
1

(n+ γ·)(n+ γ· +m)m−1

J∏
j=1

(nj + γj)(nj + γj +mj)
mj−1

• この時 ε	差分プライベート⇔∣∣∣∣∣
(
1 +

1

minj γj

)(
1 +

1

minj γj +m

)m−1
∣∣∣∣∣ ≤ exp(ε) �
�

• この条件はmが大きいとき近似的に

(1 + 1/min
j

γj) ≤ exp(ε− 1)

であり、γj をm依存で膨らませる必要がない。

• ��������������������の例：(m =百万 , ε = 7) ⇒ γj ≥ 0.00248491
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擬似多項分布の微分プライバシー

• 微分プライバシー⇔∀(�m,�n)

|∂ log �(�m;�n)

∂nj
| = | mj − 1

nj + γj +mj
+

1

nj + γj
− 1

n+ γ·
− m− 1

n+ γ· +m
| ≤ ε

• 上式左辺が最大化されるのは nj = 0,mj = mの時なので、微分プライバシー⇔

| m− 1

minj γj +m
+

1

minj γj
− 1

n+ γ·
− m− 1

n+ γ· +m
| ≤ ε

• nが大きければ上式は近似的に

exp(
m− 1

minj γj +m
+

1

minj γj
) ≤ exp(ε)

• さらにminj γj が大きいとき左辺を近似して

(1 +
1

minj γj
)(1 +

1

minj γj +m
)m−1 ↔ (7)
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微分プライバシーと差分プライバシー

• ���������������の枠組みだと、尤度の nに依存する部分が分母と分子でキャンセルし
て、	
条件が nに依存しない。
� 条件がシンプルになる。
� nに依存しなくていいのか：母集団に占める一個体の重みが効かない？

• 微分プライバシーだと nが n+ δに変化する影響が nに依存して表れる。

• 以上の例では n → ∞として微分プライバシー条件から nを消去すれば差分プライバ
シー条件と近似的に等しい。

��



経済統計・政府統計の理論と応用からの提言 ��� ランダムネスによるプライバシー保護の評価

差分プライベートな模造機構の比較

• �m = n = 100万� ε = 7, J = 100万�かつ全てのセルで
l = 1000911.714, α = 914, β = 142857, γ = 0.0024849が等しいとする。

• これらの条件の下で nj = 1万のセル度数の期待値：

超幾何分布 多項分布 負の超幾何分布 擬似多項分布
������� ������� ����	
� ��
��		

� nj = 0のセルに期待値を配るので nj > 0のセルの期待値は過小となる。
� nj = 0のセルの保護をあきらめて nj 依存で �lj , αj , βj , γj)を決めれば、nj > 0のセ
ルの期待値を不偏に出来る。

• 擬似多項分布はよさそうに見えるが、ほとんど実証していない。
� � ��� ������� �	���� ���� ���	��

�
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擬似二項分布（青色）と二項分布（燈色）の比較

������ �� 	�
������� ������ �������� �������� 
� �� � ��� �n = J = 1  ��
�! γ = 0.0024849�

�"
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擬似多項分布の紹介

��� ������	
	�� ��� �����	�� ���� �� ��(π1, . . . , πF ;n, β)�

p(y1, . . . , yF ) =
n!

y1! . . . yF !

1

(1 + nβ)n−1

F∏
f=1

πf (πf + yfβ)
yf−1

� yf � ��� ��������� �� ��� f ��� ��



� n� ��� �	��� �� �� F ��������	��

� πf � ��� f ��� ��

 ������	
	�� (πf ≥ 0,
∑

πf = 1)

� β� ��	� �������� ������
� ��� ���	����� �� ��������	�� (β ≥ −minf πf/n)
∗

• ��(π1, . . . , πF ;n, 0) = ��
�	��	�
(π1, . . . , πF ;n)

• ��� ��������	���	�� 	� �	������� ��� ��� ��	�	��
 ������
 ��� �	���
 !"##�$

∗��������� 	
����� ����	 β ≥ 0

!"
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������� ��	�� 
�� ������� �� �����

��� ������	
	�� ��� �����	�� �� ��(π1, . . . , πF ;n, β) 	� ��������� ��

p(y1, . . . , yF ) =

∏F
f=1Ayf

(πf , β)

An(1, β)
,

�����

Ak(x, z) = x(x+ kz)k−1/k!, k = 0, 1, 2 . . . ,

	� ��

�� ����
 ��
���	�
���

• ���
 ��
���	�
� ���	��� � �����
��	�� �������� ������  ����
��	���� !""#� ��!"#$%

An(x+ y, z) =
n∑

k=0

Ak(x, z)An−k(y, z), x ∈ R , y ∈ R , z ∈ R .

⇒ �� 	� �
���� ����� ��� ��

���� �� ��

� �&� !""'$�

!"
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����������� ��	�
������� �����

�����������	 Y 
�� �	 	�	���	� �� ��	 �	��	����� ������� �� ���������	 ������ 
�������������

Y
d
= (Y1|Y2, . . . , YF ) . . . (YF−2|YF−1, YF )(YF−1|YF )YF

������� � �� Y ∼ ��(π1, . . . , πF ;n, β) ����

(Yf |Yf+1 = yf+1, . . . , YF = yF ) ∼ QB(πf/(1−
∑F

g=f+1 πg);n−∑F
g=f+1 yg, β) ��	

f = 1, . . . , F 


� ��(π;n, β) = ��(π, 1− π;n, β)� ����	
��
��
�� ����� ���

� ���� ���� β ≥ −minf∈[F ]
πf

n ≥
−min

{
πf

(1−∑F
g=f+1 πg)(n−

∑F
g=f+1 yg)

,
∑f−1

g=1 πg

(1−∑F
g=f+1 πg)(n−

∑F
g=f+1 yg)

}

� ������ ����	 ���� ����� ������ 
� ��� 
��
��	 �� ����	!

� "�	��� �� 	���� #��� π1 ≤ π2 ≤ . . . ≤ πF $ 	�� %� �� ��! �&'('�

• )� ���  ������� �� 	����	 
� #� ���  ������� �� 	����	!

�&
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���������	
 ������	

������� �	
���� �������� ��� ���� ���	� 	�
������
∑f

g=1 Yg ∼ ��(
∑f

g=1 πg;n, β) ���

����
� ���	� 	�
������ (Y1, . . . , Yf ) 	���
 ����� ��� ��� ����
� ���	� �����������
 ���

������� 	 �� Y ∼ ��(π1, . . . , πF ;n, β) ���� �	
 f = 1, . . . , F ��� m = 0, . . . , n

(Y1, . . . , Yf |
f∑

g=1

Yg = m) ∼ ��(π1/(

f∑
g=1

πg), . . . , πf/(

f∑
g=1

πg);m,β).

� ���� ���� β ≥ −minf∈[F ]
πf

n ≥ −minh∈[f ]
πh/(

∑f
g=1 πg)

m

• � ��������� ��	���
� ��������� ���������	� ������
	 ���� ��� �� �����������


• ���������	� ������
	 ��� �� �������

� ��� �������� �
�  ��������� !"##$%

�  � ��&��� ��� ��'�����
 ���� �� ��� ������
	 �� �� ��������
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����(a1, a2) ������	
���� �� ����� 	� ��� ��������� ������� �
�������

f(p) =
Γ(a1)Γ(a2)

Γ(a1 + a2)
pa1−1(1− p)a2−1, 0 ≤ p ≤ 1,

����� a1, a2 ��� 
�
���� ���
���� �� 	� ���������

Y | p ∼ ��������(n, π) ���� Y �� ������ ��(a1, a2;n) ������	
���� ���� ���

pBB(y) =
n!

y!(n− y)!

Γ(a·)
Γ(a· + n)

Γ(a1 + y)

Γ(a1)

Γ(a2 + n− y)

Γ(a2)
, y = 0, . . . , n.

• ���� �� ��� �� ������	
����� 	����� �� ��� ����� �� ��� ������	
����� ���  !!"#$

• %� ��
���&� ��� '���� ���	�	�������( �� �� ��� ��� �� ��� �� 	�

π1 = a1/(a1 + a2), β = 1/(a1 + a2)

 )



経済統計・政府統計の理論と応用からの提言 ��� ランダムネスによるプライバシー保護の評価

������� �	

������ ������ ��
�

�� ���� �� ��� ��� 	
�
	�	 ��
� ��

pBB(y)

pQB(y)
=

Γ(a· + 1)Γ(a1 + y)Γ(a2 + n− y)(a· + n)n−1

Γ(a· + n)Γ(a1 + 1)Γ(a2 + 1)(a1 + y)y−1(a2 + (n− y))n−y−1
���

�� ���
�� ��� 	���
��
��
�� ��� �� pBB �� ��	
��� pQB �

������� � ������� ��	� n 
� 	 ���
�
�� 
������ 	�� a1, a2 	�� ���
�
�� ��	� �������� ������ ��� �	���

�� y ��	� �
�
�
��� ���	�
�� ��� �� y∗� ���� y∗ = n ���� a1 < a2� 	�� y
∗ = 0 ���� a2 < a1�  ���

a1 = a2� ��� 
� �
�
�
��� 	� y = 0 	�� y = n�
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��������� 	� 
������	� �������

�� ���������� 	� 
��� 
������ ��� ��� 
� a1 < a2� ������� ����� �� y = 0, 1, . . . , n ���

Γ(a1 + n)Γ(a2 + 1)

Γ(a1 + y)Γ(a2 + n− y)

(a1 + y)y−1(a2 + n− y)n−y−1

(a1 + n)n−1
=: ρ(y).

����

�(ρ(Y )) = min
y

pBB(y)

pQB(y)
=

pBB(n)

pQB(n)
=

Γ(a· + 1)Γ(a1 + n)

Γ(a· + n)Γ(a1 + 1)

(
a· + n

a1 + n

)n−1

=: r(a1, a2, n).

• lima→∞ r(πa, (1− π)a, n) = 1

• limn→∞ r(a1, a2, n) = O(n−a2)
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��� ��������� ������ r(0.1/β, 0.9/β, n)

β
n

2−1 2−2 2−3 2−4 2−5 2−6 2−7 2−8 2−9 2−10

101 ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

102 ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

103 ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

104 ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

105 ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

106 ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

107 ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

108 ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

109 ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
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������ ���� ��(a1/(a1 + a2);n, 1/(a1 + a2)) ��� � �������� �	��
�� n�

���	 0 < a1 < a2�

�� ��	����� p ∼ ����(a1, a2)

�� ��	����� y|p ∼ ��	�����(n, p)

�� ��	����� u ∼ �(0, 1)

��  � u > ρ(y) ���	 
��� �

!� "����� y�

���	 0 < a2 < a1�

�� #��� a2 �	� a1�

�� ��	����� p ∼ ����(a1, a2)

�� ��	����� y|p ∼ ��	�����(n, p)

�� ��	����� u ∼ �(0, 1)

!�  � u > ρ(y) ���	 
��� �

$� "����� n− y�
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統計的推測精度の管理に向けて

• 差分プライバシーというきつい基準の下でも、擬似多項分布は有用なデータを生成で
きるかもしれない。

• 微分プライバシー概念の方が含意が明瞭。昨年お話したようにベル多項式を用いると
見通しが良くなる。

• 差分プライバシーは全ての母数の下での安全性を考えるが、所与の母数（発行したい
データ）の下での安全性でよいはず。
� �nについて最大化しない条件付き差分�微分プライバシーを押さえればよい。
� 条件付きで議論すれば、不偏性のような性質が導入可能。�nを非確率的に操作する
マスクの評価に適する。

��



多次元非定常時系列への新しいフィルタリング法1

2019年 1月

国友直人 (明治大学)

1 はじめに

• 多くのマクロ経済データにおいては非定常性、季節性、定常的な循環、観測ノ
イズなどがしばしば観察される。例えばGDP統計の季節調整・設備投資系列
の予測 (内閣府)、複数のマクロ消費系列からの合成指標の構成 (統計局)など、
幾つかの具体的問題がある。

• 政府統計で広く利用されている季節調整法の X-12-ARIMAでは一次元 Box-
Jenkins法 (Reg-ARIMAモデル)が古典的な移動平均法 (Moving Average) と
ともに (十分な理解があるといえない中でも)広く利用されている。

• 統計数理研究所で開発された赤池・石黒のBAYSEA、北川のDECOMP（Kita-
gawa(2010)）においてはガウス尤度関数に基づくカルマン・フィルタリングに
より 1次元時系列の成分分解が実用化されている。多次元化はかなり困難で
ある。

• 多くのマクロ時系列では全く同一ではないが似たような季節性や (景気)循環
変動などの共変動が観察されている。Engle-Granger(1987)では非定常系列に
おいてVAR(vector AR)による共和分 (co-integration)分析を提唱しているが、
(現実的な)季節性や観測ノイズの存在は無視している。

• 四半期データ (20年)では 80、月次データでは 120程度の時系列データを想定、
時系列としては小標本データである。

• 他方、Kunitomo, Sato and Kurisu (2018)では金融高頻度データ分析において
分離最尤推定 (SIML)法を提案している。（Separating Information Maximum
Likelihood Estimation for High Frequency Financial Data, Springer）本稿で説
明するのはSIMLをマクロ (離散時間)時系列に応用する方法であり、Nishimura,
Sato and Takahashi (2019)による smoothing-methodの一般化に対応している。

• 本稿では多次元非定常時系列の分布にあまり依存しないフィルタリング法を考
察したので報告する。応用可能性は広範におよぶが、マクロ・トレンド抽出や
季節調整の問題などが実例である。

12019-2-5. 佐藤整尚氏との共同研究 Kunitomo-Sato(2017), Kunitomo-Sato(2019)に基づく。高
橋明彦氏からの指摘に感謝する。

1



2 マクロ経済データの例

マクロ経済データとして重要な系列であるGDP統計における四半期の実質GDPと
実質消費の二次元時系列、マクロ消費系列の月次系列 (家計調査、消動、第三次指
数) を例として議論する。

3 非定常変数誤差モデル

簡単な離散時間の変数誤差モデル

(3.1) yi = xi + vi (i = 1, · · · , n),

を考察する。ここで xi (i = 1, · · · , n)は非定常 I(1)過程であり

(3.2) ∆xi = (1− L)xi = v
(x)
i

ラグ作用素Lxi = xi−1, ∆ = 1− L,

(3.3) vi =
∞∑
j=0

C
(v)
j e

(v)
i−j ,

(3.4) v
(x)
i =

∞∑
j=0

C
(x)
j e

(x)
i−j ,

e
(v)
i , e

(x)
i , は i.i.d. 系列、E(e

(v)
i ) = 0, E(e

(x)
i ) = 0, E(e

(v)
i e

(v)′

i ) = Σ
(v)
e (正定).

E(e
(x)
i e

(x)′

i ) = Σ
(x)
e (非負定), 係数和の絶対値収束性を仮定する。

さらに f∆x(µ), fv(µ) をそれぞれ∆xi,vi (i = 1, · · · , n) の (p× p)スペクトル密度
行列

(3.5) f∆x(µ) =
1

π
(

∞∑
j=0

C
(x)
j e2πiµj)Σ(x)

e (
∞∑
j=0

C
(x)′

j e−2πiµj) (−1

2
≤ µ ≤ 1

2
) ,

(3.6) fv(µ) =
1

π
(

∞∑
j=0

C
(v)
j e2πiµj)Σ(v)

e (
∞∑
j=0

C
(v)′

j e−2πiµj) (−1

2
≤ µ ≤ 1

2
)

基準化C
(x)
0 = C

(s)
0 = C

(v)
0 = Ip, i

2 = −1。階差変換∆yi (= yi − yi−1)の p× pスペ
クトル密度行列は

(3.7) f∆y(µ) = f∆x(µ) + (1− e2πiµ)fv(µ)(1− e−2πiµ)

2
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と表現される。各成分の長期分散共分散行列 (g, h = 1, · · · , p)は

Ωx = f∆x(0) (= (ω
(x)
gh )) ,(3.8)

Ωv = fv(0) = (ω
(v)
gh )(3.9)

で与えられる。

季節性を含む加法モデル

(3.10) yi = xi + si + vi (i = 1, · · · , n),

において正整数 s (s > 1), N , n = sN とした季節要素を si (i = 1, · · · , n) 非定常確
率過程∆si = (1− L)si = v

(s)
i ,

(3.11) v
(s)
i =

∞∑
j=0

C
(s)
js e

(s)
i−sj ,

e
(s)
i は i.i.d.系列、E(e

(s)
i ) = 0, E(e

(s)
i e

(s)′

i ) = Σ
(s)
e 、係数和の絶対値収束性を仮定

する。
さらに f∆s(µ) を∆siの (p× p)スペクトル密度行列とすると

(3.12) f∆s(µ) =
1

π
(

∞∑
j=0

C
(s)
sj e

2πiµsj)Σ(s)
e (

∞∑
j=0

C
(s)′

sj e−2πiµsj) (−1

2
≤ µ ≤ 1

2
)

により与えられる。ここで基準化C
(s)
0 = Ip, i

2 = −1。階差変換∆yi (= yi − yi−1)
の p× pスペクトル密度行列は

(3.13) f∆y(µ) = f∆x(µ) + f∆s(µ) + (1− e2πiµ)fv(µ)(1− e−2πiµ) .

長期分散共分散行列 (g, h = 1, · · · , p)は

(3.14) Ωs = f∆s(
1

s
) (= (ω

(s)
gh ))

で与えられる。

4 Kn変換とZn過程

データ行列に対してKn−変換（Ynより Zn (= (z
′

k))）は

(4.15) Zn = Kn

(
Yn − Ȳ0

)
,Kn = PnC

−1
n ,

6



により定義。ただし

(4.16) C−1
n =


1 0 · · · 0 0
−1 1 0 · · · 0
0 −1 1 0 · · ·
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 1


n×n

,

(4.17) Pn = (p
(n)
jk ) , p

(n)
jk =

√
2

n+ 1
2

cos

[
2π

2n+ 1
(k − 1

2
)(j − 1

2
)

]
.

このときスペクトル分解によりC−1
n C

′−1
n = PnDnP

′
n Dnは対角行列、第 (k,k)要素

は dk = 2[1− cos(π( 2k−1
2n+1

))] = 4 sin2(π
2
( 2k−1
2n+1

)) (k = 1, · · · , n)。
さらにKn−変換された系列Znに対するフィルタリング (あるいはNishimura, et al.
(2019) で提案された smoothing)法を考える。m× n選択行列 Jm = (Im,O) として
n× p行列

(4.18) X̂n = CnP
′

nJ
′

mJmPnC
−1
n (Yn − Ȳ0)

ただし

(4.19) Zn = PnC
−1
n (Yn − Ȳ0)

n× n変換

(4.20) Qn = PnJ
′

mJmPn

で与えられる。
次により一般のKn−変換された系列Znに対するフィルタリングを考える。例え

ば季節性は離散時間の季節周期 s (> 1)と理解できる。m2×[m1+m2+(n−m1−m2)]
選択行列 Jm1,m2,n = (O, Im2 ,O), n× p行列

(4.21) Ŵn = CnP
′

nJ
′

m1,m2,n
Jm1,m2,nPnC

−1
n (Yn − Ȳ0)

n× n行列

(4.22) Qn = PnJ
′

m1,m2,n
Jm1,m2,nPn .

を利用する。このとき (j, j
′
)-要素Qn = PnJ

′
m1,m2,n

Jm1,m2,nPn (= (qj,j′ )) は

qj,j =
2m2

2n+ 1
+

1

2n+ 1

[
sin 2(m1+m2)π

2n+1
(2j − 1)− sin 2(m1)π

2n+1
(2j − 1)

sin π
2n+1

(2j − 1)

]
,

qi,j′ =
1

2n+ 1

[
sin 2(m11+m2)π

2n+1
(j + j

′ − 1)− sin 2(m1)π
2n+1

(j + j
′ − 1)

sin π
2n+1

(j + j ′ − 1)

+
sin 2(m1+m2)π

2n+1
(j − j

′
)− sin 2(m1)π

2n+1
(j − j

′
)

sin π
2n+1

(j − j ′)

]
(j ̸= j

′
)

となる。
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5 データの直交分解

記号 θjk =
2π

2n+1
(j − 1

2
)(k − 1

2
) ,

(5.23) p
(n)
jk =

1√
2n+ 1

(eiθjk + e−iθjk)

を利用して

(5.24) ∆λz
(n)(λ

(n)
k ) =

n∑
j=1

p
(n)
jk r

(n)
j , r

(n)
j = yj − yj−1 ,

と表現すると、変換系列 Znはデータのある種の実フーリエ変換∆λz
(n)(λ

(n)
k ) (k =

1, · · · , n) はデータの周波数 λ
(n)
k (= (k − 1/2)/(2n + 1)), におけるフーリエ変換、

データ直交増分過程である。

定理 5.1 : (離散時間)確率過程 rj (j = 1, · · · , n)はエルゴード的定常過程、Γ(h) =
E(rjr

′

j−h) は

(5.25)
∞∑
h=0

∥Γ(h)∥ < ∞ .

を満たす (有界性）ことを仮定する。
(i) ∆λz

(n)(λ
(n)
k ) =

∑n
j=1 p

(n)
jk r

(n)
j , r

(n)
j がエルゴード的定常過程で E [rj] = 0, 対称化実

スペクトル密度行列

(5.26) fSR(λ) = Γ(0) +
∞∑
h=1

cos(2πhλ)[Γ(h) + Γ(−h)] ,

は正定符号、有界性を仮定。λ
(n)
k → s, λ

(n)

k
′ → t(0 < s < t < 1

2
). n −→ ∞のとき

(5.27)

[
∆λz

(n)(λ
(n)
k )

∆λz
(n)(λ

(n)

k′
)

]
w−→ N2p

[
0, [

fSR(s) 0
0 fSR(t)

]

]
.

(ii) 増分過程Zn(t)− Zn(s) =
1√
n

∑[tn]
k=[sn]

∑n
j=1 p

(n)
jk r

(n)
j (0 < s < t < 1). n −→ ∞の

とき

(5.28) Zn(t)− Zn(s)
w−→ Np [0, FSR(t)− FSR(s)] ,

ただし FSR(t)は p× p (対称化実)スペクトル分布行列

(5.29) FSR(t) =

∫ t

0

fSR(λ)dλ .

8



で与えられる。

(実)スペクトル経験分布 (行列)は

(5.30) FSR,n(t) =
1

n

∑
k≤[2nt]

(∆tz
(n)
k (λ

(n)
k ))(∆tz

(n)
k (λ

(n)
k ))

′
.

となる。
KS(2017)における SIML推定量は

(5.31) Gm =
1

m

m∑
k=1

∆0z
(n)
k (λk)∆0z

(n)
k (λk)

′
.

より一般には

(5.32) Gm(t) =
1

m

[2nt]+mn
2∑

k=[2nt]−mn
2

+1

(∆tz
(n)
k (λ

(n)
k ))(∆tz

(n)
k (λ

(n)
k ))

′
.

定理 5.2 : (離散時間)確率過程 rj (j = 1, · · · , n) がエルゴード的定常過程、Γ(h) =

E(rjr
′

j−h) とする（有界性を仮定）。
(i) mn = [nα] (0 < α < 1)とおくと、任意の t ∈ (0, 1

2
)に対し n −→ ∞のとき

(5.33) Gm(t)
p−→ fSR(t)

(ii)n −→ ∞のとき

(5.34) FSR,m(t)
p−→ FSR(t) .

6 FilteringとSmoothing法

伝統的時系列論ではスペクトル分布 Fを持つ定常 (離散時間)ベクトル過程 r∗k に対
して右連続な直交増分 (ベクトル,複素数値)過程 z∗(λ) (−1/2 ≤ λ ≤ 1/2) が存在し、

(6.35) r∗k =

∫
(−1/2,1/2]

ei2πikνdz∗(ν) (k = 1, · · · , n).

と表現されることが知られている。(Doob (1953), Hannan (1971), Brockwell and
Davis (1990)などを参照.)
本稿におけるような実ベクトル値をとる確率過程 (理論値)は

(6.36) r
(u)
k =

∫
(0,1/2]

cos(2πkν)hu(cos(2πkν)dz(ν) (k = 1, · · · , n)

9



(u = x ,u = s)、データからの直交過程による (離散時間)平滑化 (smoothing)値は

(6.37) r
(n,u)
k =

∫
(0,1/2]

cos(2πkν)hu,n(cos(2πkν)dzn(ν) (k = 1, · · · , n)

(u = x ,u = s) と表現される（h(·)はカーネル関数である)。

7 実例と議論

幾つかのマクロ系列を利用して本稿で考察しているフィルタリング法の妥当性が高
いことが分かった。伝統的な時系列解析では定常過程にもとづくスペクトル密度の
推定に高い関心を示していたが、その方法では非定常系列では上手くいかない理由
が明らかになる。また例えばBox-Jenkin法で推奨されている季節階差法には基本的
な問題がある、ことなどがここでの分析から分かる。ここでは幾つかのデータ分析
の例示にとどめる。

8 まとめと展望

• 多くのマクロ経済データにおいては非定常性、季節性、定常的な循環、観測ノ
イズなどが。例えばGDP統計の季節調整・系列の合成 (内閣府)、複数のマク
ロ消費系列から総合指標の作成 (統計局)など、幾つかの問題がある。

• 季節調整法の X-12-ARIMA、DECOMP、VARによる共和分などはいずれも
改善する必要がある。

• 本稿では多次元非定常時系列の分布にあまり依存しないマクロ SIML法にもと
づく新しいフィルタリング法を議論した。多次元非定常系列の実務的課題、例
えば、トレンド抽出、季節調整、集計系列の合成、などへの応用可能性は広範
と考えられる。

• 多期間の予測誤差を最小化するような最適なカーネル hu,n(·)の選択を考察中、
また離散時間確率過程∆λz

(n)(λ
(n)
k ) は基準化すると右連続な直交増分 (ベクト

ル,実数値)過程 z(λ) (0 ≤ λ ≤ 1/2) に弱収束するが、filtering、smoothingの
理論的誤差評価を考察中である。
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Motivation 

• Counts of keywords sometimes helps 
• (Ex.) Google SVI (Search Volume Index) 

• Have to find nice keywords. 
• From news (text) data, we want to extract topics 

(defined by distribution of words) that may affect 
market sentiments 

• Construct topic score time series  
• Investigate if  improves volatility forecasting 



Illustration: topic score and 
realized volatility 

Realized volatility estimated 
from high frequent data 

Estimated topic score (one 
of 20 scores) 

“Bag-of-Words” model 
• We only focus on word frequencies, and neglect 

other information (order of words, dependency and 
so on. 

• (Ex.) A document = “It is fine today” can be 
expressed = { , , , }. 

• Usually we exclude so-called “stop words” such as 
“a”, “the”, “for”, etc. 

• In this research, after morphological analysis, we 
choose nouns only, and remove numerals, suffixes, 
non-independent words, pronouns and symbols. 



Latent Dirichlet Allocation Model 
• A standard method for topic modeling 
• Often abbreviated as LDA 
• Distribution of words follows multinomial 

distribution (gives likelihood) 
• Dirichlet distribution gives a prior distribution of 

words frequencies 
• Word distribution  characterizes a topic , and 

each document  consists of many topics of which 
distribution .  

Typical MCMC cycle for LDA 

This algorithm is for a single document. We do this day 
by day for Reuters news, and want to ensure some 
continuity of topics along time axis. 



Multiscale Dynamic Topic Model 

• Proposed by Iwata et al. (2010) 
• Parameter ,  of word distribution of topic  at 

time  has some time dependent structure.  

, Dirichlet , , ,  

• , : distribution of words over topic  with scale 
 at time 1 

• , , : weight for scale  in topic  at time  
 

Dirichlet parameter in detail 

• ,  indicated the word distribution (w.d.) from 
epoch  1 2 + 1 

• If = 4,  runs through 0,1,2,3,4. 
• = 4 w.d. comes from 8 to 1 
• = 3 w.d. comes from 4 to 1 
• = 2 w.d. comes from 2 to 1 
• = 1 word distribution comes at 1 

• = 0; assume uniform distribution for ,  



Illustration of Multiscale Word 
Distribution 

Iwata, T. et al. (2000) Proceedings of 16th ACM SIGKDD, p.663-672. 

Word distributions are likely to be smoothed as the time scale 
becomes long.  

MCMC cycle for MDTM 

Weights , ,  and hyperparameter ,  are estimated in an 
outer loop of this cycle, by stochastic EM algorithm and fixed 
point iteration method. 



Construction of topic scores 

• Topic scores are made up by estimated topic 
proportions , ,  (percentage of topic  included in 
-th document at time ) = , ,  

• : score for topic  at time  
• : number of documents at time  
• , , : -th element of the topic distribution within -

th document at time  

Word distribution (June 2, 2008) 

• We consider 20 topics in all. 
• Word distribution in Topic 1 and Topic 2 
• Only top 10 words are shown 



Data 

• High frequent data of stock index (TOPIX) 
• January 7th 2008 – December 28th 2012, = 1223 
• Generate 1 min return and calculate daily realized 

volatility ( ) and realized quarticity ( ) 
• News data taken from Reuter Japan’s web site 
• Language = Japanese 
• 298,205 documents, 24,227 non-overlapping words 

excluding stop words 
 

Forecasting models 

• Heterogeneous Autoregressive (HAR) model 
Baseline model, Corsi (2009) 

• HARQ model, adding realized quarticity ( ) in 
the coefficient of  

Bollerslev, Patton and Quaedvleig (2016) 

• HAR + topic score (HAR-SC) 
• HARQ + topic score (HARQ-SC) 

• In our paper, we did AR vs. AR-SC and ARQ vs. ARQ-SC 
comparison which will be omitted here. 



HAR vs. HAR-SC 

•HAR-SC model is defined by  = + + |+ | + +  

where | =  

•Omitting  reduces to HAR model 

HARQ vs. HARQ-SC 

•HARQ-SC model is defined by  = + ( + )+ | + |+ +  

where | =  

•Omitting  reduces to HARQ model 



Out-of-sample forecast losses 
HAR HARQ HAR-SC HARQ-SC 

MSE (RW) 1.000 0.5562 0.9658 0.5369 

MSE (IW) 1.000 0.8408 0.9678 0.8175 

QLIKE (RW) 1.000 1.3781 0.9891 1.3439 

QLIKE (IW) 1.000 1.1529 0.9883 1.1292 

MSE: , =  

QLIKE: , = log 1 

IW: increasing window in regression 
RW: rolling regression with window size 400 days 

 

 

 

 

Discussion 

•  is estimated based on information up 
to 1. So no cheat. 
• We need some preliminary analysis to search 

promising . 
• Forecasting performance depends on the 

choice of error function as well as the choice 
of regression window. 



HAR-HARSC: another complication 

•HAR-HARSC model is defined by  = + + |+ | ++ | + | +  

where | =  

HARQ-HARQSC: yet another 
complication 

•HARQ-HARQSC model is defined by  = + ( + )+ | + |+ + |+ | +  

where | =  
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