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１、はじめに

この論文では金融資産市場が不完備な状況における最適資本収益課税ルールを特徴付ける。

モデルの定式化には、代表的消費者のいる連続時間モデルを用いる。

ここで資産市場が不完備であるとは、ショックをあらわすブラウン運動によって生成される

空間の次元が、総資産の生成する空間の次元よりも大きいような状況と定義される。換言す

れば、不確実な要素の数の方が、原資産の数よりも多いような状況である。このような場合、

リスクの価格は資産間の裁定式からは一意に決定できない。なぜなら、ある不確実性に関し

てそれを反映するような資産が必ずしも存在しないため、ポートフォリオを工夫することに

よって、リスクを完全にヘッジすることは出来ないからである。

Shimokawa(2001)において、私は連続時間・多資本モデルでの最適資本課税ルールを特徴

付けた。そこでは、分析の簡単化のために、金融資産市場は完備であると仮定していた。こ

の仮定によって、不確実性をあらわす全てのブラウン運動について、リスクの価格を裁定条

件から一意に決定することが可能となった。しかしながら、この仮定は現実的ではない。現

実の経済を見れば、全ての不確実性についてリスクの価格を一意に決定できるというのは非

常に制約的な仮定である。リスク価格が裁定式から一意に決定できない場合、

Shimokawa(2001)で用いた手法はもはや使えなくなる2。

しかしながら、その一方で、 Shimokawa(2001)においてリスクの価格が均衡経路上の消費

と労働によって評価されていたことを思い出せば、C-CAPM とのアナロジーから、リスク

の特徴付けがそのまま不完備金融資産市場のケースにも拡張できるのではないかとも予想

される。

本論文ではこの予想を証明したい。

そのために我々は誘導可能条件（Implementability Constraint）を利用する。誘導可能条

件はこれまで主に離散時間モデルでの分析において使われてきた条件である (See

Zhu(1992), Chari-Christiano-Kehoe(1994))。この条件は、政策を操作することによってあ

る分配を競争均衡として実現することを保証する条件であり、消費者意思決定問題の 1階条

件と横断性条件から導出される。ラムゼイ均衡における分配は当然誘導可能でなくてはなら

ないので、政策当局の意思決定は誘導可能条件を満たさなくてはならない。政策決定者の意

                                                
2 数学的には、不完備市場は資産収益のボラティリティ行列が正則でないこととあらわされる。

Shimokawa(2001)での notationを用いれば、行列 ( )$θ αki ( )i n m= =1 2 12, , , , , ,L Lα が逆行列を

持たないということである。これによって Shimokawa(2001)の仮定 1が成立しなくなるため、裁定式か

らリスクの価格を求める変形(7)→(7a)はできなくなる。
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思決定問題をこの誘導可能条件を用いて書きかえることで、リスクの価格を裁定条件から明

示的に導出する必要がなくなり、不完備金融市場における分析上の問題点を回避できるよう

になる。この点が本論文における分析のポイントとなる3。

２　代表的消費者

２－１　設定

この論文では、通常仮定されるように、経済の不確実性は外生的なショックによって生じる

ものとする。さらにそれが多次元（有限）のブラウン運動としてあらわせることを仮定する。

また、簡単化のために経済に加わるショックは生産性ショックのみに限定する。ショックを

生産性ショックに限定するのは、説明の簡易化のためであって、たとえば数値的な分析にお

いてよく仮定されるように、政府支出によるショックやあるいは貨幣的なショックを導入し

て分析を拡張することも難しいことではない。

また、ショックを多次元ブラウン運動を用いて定式化するメリットについては、既にこの定

式化が進んでいるファイナンスの分野の研究成果を見れば多言を有しないところである。一

言で言えば、最適税率あるいは均衡に対する高次モーメントの影響を明示的に分析できるよ

うになる点が、不確実性をブラウン運動で現す最大のメリットである。これに対し、通常、

頻繁に行われる離散時間での定式化では、不確実性に関する 1次のモーメント、すなわち期

待値しか明示的に扱えない。したがってそれ以上の分析のためには、たとえばリスクと最適

政策との関係を見るためには、数値計算を用いるか、あるいはある特殊な関数系を仮定する

しかない。我々の定式化では不確実性を伊藤過程に特定化してしまうという若干の制約はあ

るものの、分散あるいは共分散の最適課税政策への影響を明示的に観察することが可能とな

る。

まず、代表的消費者の意思決定を定式化しよう。消費者は政府によって決定される各種税率、

政府支出といった政策変数を所与として、彼の予算制約のもとで通時的な最適化をおこなう

とする。消費者は消費と労働力の最適分配のほか、本稿では複数の資産（公債と資本ストッ

ク）を扱うので、それらへの資金の最適分配も行うことになる。

                                                
3 本論文での設定や最適化問題の解法は、金融資産市場が不完備である点を除き Shimokawa(2001)のそ

れとまったく同じである。したがってこれらの説明は、紙面の節約のために必要最小限に止めてある。あ

るいは舌足らずな点も多々あるかもしれない。そのように感じられた読者は Shimokawa(2001)を参照して

いただきたい。
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消費者の予算制約式を特定する。

消費者の収入は労働所得と、公債や資本ストックといった資産保有からの利益からなる。こ

の経済にはｎ種類の資本( i で indexされる)と 1種類の公債があり、それぞれの資産は期待

収益率と収益のリスクによって特徴付けられている。通常の設定のように消費者は資本スト

ックを株式の形で保有している。

資本ストックからの利益は、生産関数の完全分配の仮定のもとで、当該保有資本から得られ

る限界生産物に等しくなるが、各資本の限界生産性は常にショックに曝されており不確実で

あるとする。不確実性に関するこのような仮定はマクロ経済学では一般的である。我々のモ

デルではショックを伊藤過程を用いて特定化する。すなわち各資本の瞬時的な限界生産性は

ｍ次元（標準）ブラウン運動 [ ]z mα α, , , ,∈ 1 2 L を用いて次のように書けるとする。

( )f k k l dt k dzi n
ki

i

m

1 , , ,L + ∑θ α α

α

ここで、 ( )f k k li n1 , , ,L は瞬時における期待限界生産性であり、 θ α α

α

ki
m

dz∑ は技術ショッ

クによる変動分である。θ αki はブラウン運動 zα であらわされるショックによって引き起こ

される資本 iの収益変動のボラティリティである。消費者の資本からの純所得は上記の式か

ら資本所得課税を差し引いた額に保有資本量を掛けた額となる。また、公債からの（限界）

収入に関しては不確実性が無いものと仮定し、 r bを公債の確実な利子率として、 r dtb と書

く。

消費者の支出は消費財の消費cと税金の支払いからなる。

税金は労働所得および資本ストックからの所得に課税されるが、課税率は消費者の意思決定

では外生変数である。

資本所得への課税はEaton(1981)に習い、収入の確実性パートおよび不確実パートの両方に

異なる税率が適用されるとしてモデル化しよう。資本 iからの限界収益の確実性パートへの
線形な税率をτ i、不確実性パートへのそれ（ブラウン運動 zα に対応する部分）をη αi とす

ると当該期間における税引き後の資本の限界収益は

( ) ( ) ( )1 11− + −∑τ η θα α α

α

i
i n

i ki
m

f k k l dt dz, , ,L

と書ける。以後、資本の税引き後期待利潤率を ( ) ( )$ , , ,r f k k li i
i n≡ −1 1τ L 、税引き後の限

界収益のボラティリティを ( )$θ η θα α αki i ki≡ −1 と書く。すなわち消費者の資本 iからの税引

後収益は以下のように定義される。

$ $r k dt k dzi i ki i
m

+ ∑θ α α

α
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ただし、あとで見るように確実パートへの最適課税率と不確実パートへの最適課税率の組み

合わせは非決定性を持ち、一般には一意に決まらない。したがって最適税率の組み合わせを

一意に得るためには追加的な条件が必要となる｡

また、純労働所得は、賃金率をw、労働供給量を l として、線形な労働税率をτ lとすると、

( ){ }1−τ l wl dtとなる。以下では税引き後賃金率を $wとして、これを $wl dt と書く。

さらに、総資産をa k bi

i

≡ +∑ と定義し、各資産のポートフォリオを φi ik a i≡ ∨ 、

φm b a+ ≡1 と書くと、以上の準備から代表的消費者の予算式を次のように定式化できる。

(1) da r a wl r a c dt a dzi i

i

b m ki i

i

= + + −








+∑ ∑∑+$ $ $φ φ θ φα α

α

1

上式の左辺は各時点に於ける瞬時的な資産の増加分であり、右辺第 1項はその期待値、第２

項はその不確実な部分に対応している。我々の設定では不確実性の源泉は生産性ショックで

あるから、代表的消費者の資産蓄積も株式からの利潤の変動を通してこのショックに影響さ

れることになる。決定論的な部分については通常の設定と同様である4。

消費者は上記の予算式のもとで消費、労働供給、資産分散に関する通時的な最適化を行う。

消費者の瞬時的な効用関数をU E e u c l dss= 





−∞

∫ ρ ( , )
0

とする。ρは時間選好率である。さら

に、各資本と公債の初期値をそれぞれ k bi
0 0, とすると、この最適化問題は以下のように特定

される。

Max U s t i k k b bi i j

j

m

. . ( ), ( ) , ( ) ,1 0 0 1 00 0

1

∨ = = − =
+

∑φ

２－２　不確実性下の最適化問題の解法について

上記のような連続時間の不確実性下の問題を解くには、Hamilton-Jacobi-Bellman アプロ

ーチを持ち行るのが一般的であるが、本稿では Bismut(1973,1975)による解法を用いる。

この手法は Pontryaginによる最大値原理を不確実性下に単純に拡張したものである（以下、

本稿ではBisut-Pontryaginアプローチ、あるいはDualアプローチと呼びたい）。

このアプローチを用いる利点は、資産価値を表すDual変数を明示的に扱える点にあり、こ

れによって最適課税を分析する上で、多くの直感的示唆が得られることにある。これは本稿

の分析の一つの特徴であると言える。

Bisut-Pontryaginアプローチの基本的な考え方は次のようなものである。

                                                
4 設定の数学的な詳細に関しては、たとえば Shimokawa(2001)註 4、7などを参照のこと。
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ある操作変数が最適経路上にあるためには、すべての時点において瞬時的な限界効用と、そ

の時点で資産蓄積から得られる限界利益の割引価値が等しくならなくてはならない。なぜな

ら、もし両者が異なっていればどちらかに所得を移動させることによって、消費者は追加的

な効用を得る事が出来るからである。この考え方は、決定論的なフレームにおいてもおなじ

みのものであり、ポントリヤーギンの最大値定理において最適化の 1階条件を形成すること

は周知である。 Bisut-Pontryaginアプローチでもこの条件が最適化の中核をなす。しかし、

異なるのはこの条件がリスクを加味した形に拡張されている点である。

今、消費者の資産の価値を表すDual変数をλとする。また、 Dual変数λの動学プロセス

は、Bismutにしたがって、以下のような Ito processで書けるとする5。すなわち、 zα とλ

の共分散をH α と書くと、λの動学プロセスはd dt H dzλ λ α α

α

= + ∑& と書けるとする。

この式の直感的な意味を考えよう。この式は、資産の価値λがその期待成長率（右辺第 1

項）だけでなく、生産性ショック（他のショックが存在するモデルの場合はそのショックに

もよる）によっても変動し、その影響の大きさが、相関を表すH α で表されることを意味し

ている（右辺第 2項）。このことは、生産性ショックによって、資産からの限界リターンが

変動することを考慮すれば、納得されるであろう。

決定論的な場合と比較すると、資産価格の変動式に不確実な部分（上式第 2項）が加味され

ている点が特徴的である。そして、この式で重要な役割を果たしているのが共分散H α であ

る。上式において、 H dzα α

α
∑ はショックによる資産価値の変動分であるから、− >H α 0

は、 zα であらわされるリスクの価格に対応していることがわかる。

ただし、現時点でH の値は今だ未定である。この時点では、H は未だ共分散を表す変数と

いう意味しか持たない。この値は今後の分析において内生的に決定される。そして、我々の

分析上重要な役割を果たすことになる。

さて、消費者の最適化問題をDualアプロ－チを用いて具体的に解いてみよう6。

まず、一般化されたハミルトニアンは、ξをポートフォリオ制約式のラグランジュ乗数とす

れば

( )Hamiltonian u c l= +. λ φ φ θ φα α

α

$ $ $r a wl r a c H ai i

i

b m ki i

i
∑ ∑∑+ + −









++1 + −










+

∑ζ φ1
1

j

j

m

と書ける7。

                                                
5 本論文では天下り的にこの事実を前提にする。この前提が妥当であることの詳細については

Bismut(1973)を参照されたい。

6 レシピは Bismut(1975)にある。
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ハミルトニアンが、各時点における消費や労働供給選択（資産蓄積の選択でもある）が効用

にもたらす総貢献分をあらわすのは決定論的なケースと同様である。異なるのは上式右辺第

3項においてリスクの価値を考慮している点である。第 3項において、a i kiφ θ α$ は、資本 k i

のブラウン運動dz αで現されるショックによる資本収益の変動分であり、それがリスクの価

格 ( )− Hα で評価されている。すなわちリスクによる割引率の減少（あるいはリスクプレミ

アム）を第 3項はあらわしている。

1階の条件を求めよう。

まず、消費ｃと労働ｌに関する条件から

(2) u c lc ( , ) − =λ 0

(3) u c l wl ( , ) $+ =λ 0

である。これらは決定論的な場合とまったく同じものである。

次に資産のポートフォリオ { }φi i m, , , ,∀ ∈ +1 2 1L に関する最適化から

(4) r
a

b =
ζ
λ

(5) $ $r
H

a
i ki+ =∑

α
α

α λ
θ ζ

λ
、　∨ =i m1, ,L

となる。左辺はそれぞれの資産のリスクを加味した割引率である。公債リターンには不確実

性がないと仮定しているので、（4）式においてリスクは加味されていないが、各資本 i に

ついては（5）式左辺第 2項において、それが加味されている。すなわち、資本リターンの

分散（リスク） $θ αki が、資産で測ったリスクの価値 ( )− Hα λ によって評価されている。

また、資産価値を表すDual variableは以下の processに従う。

(6) ( )d
r dt

H
dzbλ

λ
ρ

λ

α

α

α= − + ∑
右辺第 1項は資産価値の期待成長率を表しており、この部分は決定論的な場合のそれと同様

である。上式では、右辺第 2項が決定論的なモデルに付け加わっている。右辺第 2項は資産

価格成長率のショックによる変動分であり、それは資産で測ったリスクの価値 ( )− Hα λ に

よって評価されることを意味している。

（4）（5）式よりξを消去すると、

                                                                                                                                              
7 ハミルトニアン導出の直感的な説明は Shimokawa(2001)にある。
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(7) $ $r
H

ri ki b+ =∑
α

α

α λ
θ

が得られる。これは公債と資本 i間の裁定式である。 ( )− Hα λ は（資本で測った）リスク

の価格であり、左辺第 2 項 −






∑ H ki

α
α

α λ
θ$ は資本 iを保有することに伴うリスクプレミア

ムと解することができる。

ここまでの分析で、Dual Approachにおいては、リスクの価格 ( )− Hα 、あるいは資産で測

ったリスクの価値 ( )− Hα λ が、重要な意味を持つことが理解されるだろう。しかし、先述

したように、現時点において、H α は資産価値λとブラウン運動 zα の共分散という意味付

けしか持たない。それは資産価値の変動ｄλを定義するために、外生的に与えられた記号で

しかない。しかし、Shimokawa(2001)で見たように、リスクの価値 ( )− Hα λ は、均衡に

おいて消費と労働供給から内生的に決定できる。ここでは、紙面の節約のために、証明なし

でこの事実を認めよう。

Fact1

いま、均衡における消費と労働が次の伊藤過程に従うとする。

dc

c
dt dzc c= + ∑µ θ α α

α

、
dl

l
dt dzl l= + ∑µ θ α α

α

このとき、均衡における（資本で測った）リスクの価値は以下のように決定される8。

(8) − = − +








H u c

u

u l

u
cc

c

c cl

c

l
α

α α

λ
θ θ

この特徴づけはいわゆるC-CAPMに対応することに読者は後節で気付かれるだろう。

本稿の分析では最適税率とリスクの関係が主として分析されるが、その関係は「外生ショッ

クの分散の大きさ」と「当該ショックの消費や労働供給への影響の大きさ、すなわち共分散」

で特徴付けられる。この点はC-CAPMとまったく同様である。したがって我々の分析は、

C-CAPMのアナロジーを用いれば、Consumption basedな最適課税の特徴づけであるとも

いえる。

３　政府

                                                
8 反対に（6）を仮定すれば、均衡において消費と労働が上のような伊藤過程に従うことを（2）（3）から

示すことができる。すなわち合理的期待に整合的である。
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以上では、代表的消費者の意思決定問題を定式化し、政策変数を所与としたときの均衡、特

に資産選択式を簡単に確認した。

この Sectionでは、不完備金融市場下での最適資本課税の公式を導出する。そのために、ま

ず代表的消費者の最適化条件から誘導可能条件を導出し、それを使って政策決定者の意思決

定問題を定義する。誘導可能条件を使うことによって、裁定条件(7)からリスクの価値を一

意に決定する必要がなくなり、「不完備市場では裁定条件からリスクの価値を一意に決定で

きない9」という分析上の難点を回避できる。一般的な最適課税公式を導出したのち、より

直感的な解釈を促すために、効用関数を特定化して分析をおこなう。

３－１　Ramsey Problem

政策決定者の意思決定問題を定義しよう。

政策決定者は、代表的消費者の最適化行動および初期条件、それに政府支出ｇを所与として、

予算制約の下で代表的消費者の効用関数（社会厚生関数）を最大化するように税率を決定す

るとする。すなわち、我々はラムゼイ流の最適課税問題を解く。また、政府は計画された政

策を事後的にも遵守するとする。すなわち時間不整合性の問題は回避できることを前提とす

る。

RBC の文脈では、資本の生産性だけでなく、政府支出にもショックがあるものとして定式

化するのが一般的であるが、ここでは分析の簡単化のために政府支出に不確実性はないもの

とする。むろん不確実性を含む場合への拡張は容易であり、それによって政府支出ショック

に関する最適税率の変動を観察できるようになる。けれども、それは本稿の結論に大幅な変

更を及ぼすものではない。さらに、議論を興味深いものにするために、

$ , $ ( , )r ii ki
0 00 0> > ∨θ αα を仮定しよう。すなわち、初期時点での課税額は一定範囲内に抑え

られているとする10。

まず、ラムゼイ均衡を定義する。

Definition

ラムゼイ均衡とは、次の条件を満たすような政策と価格それに分配の組である。

ⅰ、政府は、民間の行動を正確に予想して、予算制約式の下で期待社会厚生値 U を最大化

                                                
9 ただし(8)で見たようにリスクの価値を効用から特徴付けることは出来る。

10 もしこの仮定が無い場合、初期時点で出来るだけ多くの課税を課すことが最適となる。なぜなら初期時

点においては課税による歪みが生じないからである。
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するように政策を決定する。

ⅱ、消費者は、政策と価格を所与として、予算制約の下で効用を最大化するように、分配を

決定する。

ⅲ、消費者は、政策と価格を所与として、技術条件の下で利潤を最大化する。

また、政府の予算式は次のようになる。

いま、資本合計を k k i

i

m

≡ ∑ と定義し、そのなかの資本 iのシェアをϕi ik k≡ と定義する。

すると政府の予算制約式は以下のように書ける。

(9)　 ( )db r k wl f k k l r b g dti i m b

i

= + − + +








∑ $ $ , , ,ϕ ϕ ϕ1 L ( )+ −∑∑ ϕ θ θα α α

α

i ki ki

i

k dz$

ここで、右辺第 1項は確実なパートからの純収入であり、右辺第 2項は不確実なパートから

の収入を現す。決定論的な場合と比べると、確実性パートは同様であるが、新たに不確実性

パートからの収入の部分が付け加わっている。この部分は資本の限界収益の変動に合わせて

税収が変動することに対応している。

ラムゼイ流の最適政策問題では、政策決定者は消費者の行動を正確に予想して、それと整合

的なように政策を決定しなくてはならない。この点を反映して、政策決定者の意思決定問題

には、消費者行動を表す条件式が加わることになる。Shimokawa(2001)では、消費者行動

を表す条件式として、消費と労働および資産選択の 1階の条件(2)(3)、それにλの変化式(6)

をもちいた。この論文では、まず誘導可能分配（implementable allocation）を導出し、そ

れをもちいて政策決定者の意思決定問題を定義する。誘導可能分配とは、ある適切な政策を

用いれば、市場均衡として実現可能な分配として定義される。したがって、ラムゼイ分配は

誘導可能分配でなくてはならなくなる。政府のラムゼイ問題は、この誘導可能分配集合の中

から、社会厚生を最大にするような分配を選択することと書きかえられる。

我々の設定において分配可能集合とは、政策を所与として、政府の予算式(9)、消費者の 1

階条件 (2)(3)(6)(7)および横断性条件 ( ) ( )[ ]lim
T

TE e T a T
→∞

− =0 0λ λ 、生産者の最適化条件

r f ii
i= ∨( )、w f l= 、さらに初期条件 ∨ =i k ki i( )0 0、b b( )0 0= を満たす集合のことと

なる。

先にも述べたように、誘導可能分配を用いて政府の意思決定問題を定式化することによって、

リスクの価格を裁定式から決定する必要がなくなり、それゆえ金融資産市場における完備性

の仮定が分析上不要になる。誘導可能条件は Atkinson and Stiglitz(1980)や Lucas　and

Stokey(1983)によって使用され、その後、主に離散モデルの分析で利用されてきた
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(Zhu(1992), Char et al(1994))。ここでは連続時間モデルにおける誘導可能集合を導出する。

集合の導出では伊藤積分の期待値が０であることを利用する。

Lemma
ある分配 ( )c l k, , が誘導可能集合である必要十分条件は以下の条件を満たすことである。

(10)  ( ){ }dk f k k l c g dtm= − −ϕ ϕ1 , , ,L + ∑∑ ϕ θ α α

α

i ki

i

k dz 、

(11) ( )E e u c u l dt aT
c l0 0 0 0

−∞
+





=∫ λ λ 、

∨ =i k ki i( )0 0、b b( )0 0= 、 ( ) ( )[ ]lim
T

T
cE e u T k T

→∞

− =0 0λ

証明：まず、(2)(3)(6)(7)(9)および ( ) ( )[ ]lim
T

TE e T a T
→∞

− =0 0λ λ を満たせば(10)(11)を満たす

ことを示す。(10)は(2)から(9)を差し引くことで得られる。さらに、(6)に(7)を代入すると、

d r r
H

dt H dzi i

i

m
b m i ki

i

λ λ ρ φ φ
λ

φ θ
α

α

α

α

α

α= − − −






 +∑ ∑∑ ∑+$ $1

である。また、(1)は

da r a wl r a c dt a dzi i

i

b m ki i

i

= + + −








+∑ ∑∑+$ $ $φ φ θ φα α

α

1

であるから、これらを使って

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }d e a e a dt e d a e a dt d a da d dat t t t− − − −= − + = − + + +ρ ρ ρ ρλ ρ λ λ ρλ λ λ λ

を求めると、

( ) ( ){ }d e a e wl c dt e aH a dzt t t ki i

i

− − −= − + +






∑∑ρ ρ ρ α α

α

αλ λ λ θ φ$ $

であり、さらに 1階の条件(2)(3)から

( ) ( ){ }d e a e u c u l dt e aH a dzt t
c l

t ki i

i

− − −= − + + +






∑∑ρ ρ ρ α α

α

αλ λ θ φ$

である。これを積分すると

( )e a a e u c u l dt e aH a dzT t
c l

T
t ki i

i

T− − −= − + + +






∫ ∑∫∑ρ ρ ρ α α

α

αλ λ λ θ φ0 0 0 0

$

であるから、横断性条件 [ ]lim
T

TE e a
→∞

− =0 0λ λ に考慮して、T → ∞とすると、

(11) ( ) ( )E e u c u l dt a u c aT
c l c0 0 0 0 0 0

−∞
+





= =∫ λ λ

を得る。ただし伊藤積分の期待値が０であることを用いた。

次に、分配 ( )c l k, , が(10)(11)を満たせば、誘導可能分配の条件を満たすような価格と政策
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の組みを構成できることを示す。まず、利子率と賃金をr f ii
i= ∨( )、w f l= と定義する。

公債利回りを [ ] ( )E du u r dtc c
b= −ρ を満たすように決定する。さらに、資本課税率を(7)

を満たすように決定する。また、公債発行残高を

(12)
( )( ) ( )b

u c t
E e u c u l ds kt

c

t
T

c l
s

t= +





−−∞

∫
1 λ

と定義するればよい。□

Lemma(10)式は財市場の均衡条件式である。この式の確実性パートについては決定論的な

場合と同様であるが、資本の生産性の変動を表す不確実性パート（右辺第 2項）が新たに加

わっている。また、(11)式は誘導可能条件といわれるものである。また、(12)はラムゼイ均
衡における公債残高が満たさなくてはならない条件である。( )u c u lc l+ は資産価値であらわ

した各時点での純支出額であるから、(12)式は純支出額の現在価値から現時点での資本額を

差し引いた額だけ、公債が発行されなくてはならないことを示している。

われわれは再びDualアプローチを使って、政策決定者の問題を解こう。以上の制約式を用

いて、政策決定者の意思決定問題は次のように特定される。

Max U s t i k k b bi i i

i

m

. . ( ), ( ), ( ) , ( ) ,10 11 0 0 1 00 0∨ = = − =∑ϕ

以下での分析方針は、Shimokawa(2001)と基本的に同じである。ただし、誘導可能条件を

使うことによって、分析が幾分簡略化できる。

まず、資本の社会的限界価値（dual variable）を pkと定義しよう。ただし、ここで社会的

限界価値の「社会的」とは、「政策意思決定者にとっての」という意味であり、「税による

ゆがみも考慮したうえでの」という意味で使っている。以下、「社会的限界価値」、「社会

的な価値」などの文言を多用するが、いずれもこの意味で使用している。

また、資本の社会的限界価値 pkが

dp p dt T dzk k k= + ∑& α α

α

という Ito 過程にしたがっているとしよう。ここで &pkは期待変化分をあらわし、以下です

ぐに特定化される。また、T kα は pkと zα の瞬時的な共分散である。今の時点ではT kα は単

なる記号として定義しておこう。この前提は前節の分析の場合と同様であり、決定論的なモ

デルと上式を比較すると不確実性パートが新たに加わっている。

T kα は我々の分析において、社会的なリスクの価格をあらわし重要な変数となる。T kα の値

はいまのところ未定であるが、前 Sectionでの場合と同様に、のちほど内生的に決定される。
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したがって、ここでは pkが Ito 過程に従うことだけを天下り的に仮定する。この過程の妥

当性についてはBismut(1973)を見よ。

以上を用いて、一般化されたハミルトニアンは次のように定義される。

Hamiltonian ( ) ( ) ( ){ }= + + + − −u c l u c u l p f k k l c gc l
k m, , , ,δ ϕ ϕ1 L

+ −






∑ς ϕ1 i

i

m

+ ∑∑T kk i ki

i

α α

α

ϕ θ

ただしここでδ ς, はそれぞれ関係する条件式のラグランジュアン乗数である。

このハミルトニアンの意味を考えよう。

このハミルトニアンは、政府の選択によって得られるある時点での社会的効用を現している

と考えられる。それは消費と労働供給からの瞬時的な効用（右辺第 1項）と、資本を蓄積す

ることの社会的な価値の増加分（右辺第３項および第５項）、税によるゆがみの社会的価値

の減少分（右辺第２項）

決定論的なモデルと比較して、異なるのは、我々の定式化ではリスクの社会的価値が考慮さ

れている点である。リスク（分散）が価格T kα によって評価され、加味されている。

上式のδは、 Shimokawa(2001)におけるδに対応し、ここでも税による歪みを代表する変
数である。 Shimokawa(2001)では ( )δ λ= − pb と定義したが、この論文ではδは誘導可

能条件のラグランジュ乗数である。Shimokawa(2001)ではδが（時間を含めた）各ステイ
トにおいて一定であることをあらためて証明したが、この論文ではδはラグランジュ乗数で
あるから当然各ステイトにおいて一定となる。このように誘導可能条件を用いた分析では、

δが一定であることは定義から与えられる。その意味では誘導可能条件を用いることで分析
が簡単化されるといえる。

また、δの大きさ（すなわちδ(0)）は政府負債の初期条件によって決定される。k0を所与

としたとき、δは b0の増加関数となる。すなわち初期時点において資本に対する公債残高

が大きいほどmarginal excess burdenも大きくなる。

最適化の一階の条件を導出しよう11。

c i, ϕ に関する一階の条件から
(13) ( )u u p u c u lc c

k
cc cl+ − + + =δ δ 0

                                                
11 十分条件は天下り的に満たされるとする。十分条件について、詳しくは Brock-Magill(1979)を見よ。ま

た、このとき消費者の最適化問題に置ける横断性条件も満たされる。
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(14) f
T

p p k
i

k

k

ki

k
+ =∑

α
α

α

θ ς
　∨ =i m1 2, , ,L

となる。

これらの意味を考えよう。

まず、(13)に注目すると、この式は決定論的なモデルでの条件と同じであることがわかる。

(13)式は、代表的消費者の最適化行動を遵守することによる社会的コストが
( )δ u u c u lc cc cl+ + であることを意味している。したがって、もし税による歪みの価値δが
０であるなら12、u pc

k− = 0となり、(2)からλ = p kとなる。すなわち、資本の限界価値

はその社会的限界価値と一致する。

(14)の右辺は資本 iの社会的な限界利益をあらわしている。それは資本の限界期待利益（第

1項）にリスクの社会的コスト（第 2項）を加味したものとなっている。

Dual変数 pkは以下のプロセスに従う。

(15) 
dp

p
f

T

p
dt

T

p
dz

k

k i
i

i

k

k

ki i

i

k

k
= − −









 +∑ ∑∑ ∑ρ ϕ θ ϕ

α
α

α

α

α

α

(15)は、(14)を使って整理すると、

dp

p
f

T

p
dt

k

k i

k

k

ki= − −








∑ρ θ

α
α

α

+ ∑ T

p
dz

k

k

α

α

α

となる。この式の右辺第 1項は資本の社会的な期待割引率である。決定論的なモデルと異な

るのは期待割引率が社会的なリスクのコスト（リスクプレミアム）を加味している点である。

また、右辺第 2項は資本の社会的価値のショックによる変動分に対応している。

現時点においてT kα は、pkと zα の共分散である以外に何もわかっていない。しかしながら

T kα はリスクの価格に対応するものであり、リスクを評価するうえで、その値を決定するこ

とは非常に重要となる。これは決定論的なモデルを、不確実性下へ拡張するうえで最も重要

な点であるとも言える。以下の我々の分析では、T kα を決定することが一つの目標となる。

T kα が決定されれば、リスクの社会的価値、あるいは資本の社会的割引率などが自動的に決

まることになり、決定論的な場合と全く同様にして最適課税ルールを特徴付けることが出来

るからである。

前 Sectionで見たように、消費者の意思決定の場合、リスクの価格H α は消費需要と労働供

給によって特徴付けることが出来た。いわゆるC-CAPMの考え方である。

                                                
12 たとえば、一括税が利用可能ならば、この条件は満たされる。
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では、リスクの社会的価格T kα はどのように特徴付けられるのだろうか？

結論を先取りして言えば、やはり消費需要と労働供給によって特徴付けることが出来る。た

だし、それはH α よりも若干複雑で、特にその決定には税によるゆがみが重要な役割を果た

すことになる。そこで、われわれはv
u c u l u c u l

u
cc cl cc cl

c

≡ −
+





= −
+









λ
と、変数を新たに

定義して、これによってリスクの社会的価値T kα を特徴付けることになる。T kα の具体的な

導出については次の Theoremの証明中でおこなわれる。

３－２　最適資本収益課税の特徴付け

以下では、ラムゼイ流の最適資本課税ルールを特徴づける。我々の定式化では、任意の資本

iからの収益に関して、確実性パートと不確実性パートの両方に異なった税率を適用できる

ことになっている。すなわち各資本 i にかんして、 ( )τ η ηi i im, , ,1 L というｍ＋１個の税率

を決定する必要がある。この定式化は不確実性下における資本課税分析の先駆的業績である

Eaton(1981)に習ったものであるが、よく知られているように、これらの税率の組みは最適

化条件のみでは一意に決定できない。すなわちラムゼイ流の最適課税率の組合せは、一般に、

ｍ次元の非決定性を持つことになる（Zhu(1992)、Chari-Christiano-Kehoe(1994)）13。

この最適税率の非決定性を考慮して、以下の我々の分析では、税率ではなく、その組合せで

ある最適限界課税収入について特徴付けることにしよう。すなわち、資本 Iからの（リスク

修正した）限界課税収入を

( ) ( )

Π i i
i

i ki

i
i ki ki

f
H

f r
H

≡ +

≡ − + −

∑

∑

τ
λ

η θ

λ
θ θ

α
α α

α

α
α α

α

$ $

と定義して、最適なΠiを分析する。

Πiは最適税率ｍ＋１個の組合せになっている。したがって、Πiを特徴付ける場合、決定さ

れなければならない変数が、個々の税率を決定する場合と比較して、ｍ個だけ減少するわけ

である。このことは、追加的な条件なしでもΠiが一意に決定されることを意味している。

Πiの定義第 1式の第 1 項は「資本 Iからの期待限界税収」、第 2 項は「不確実パートから

の限界税収をリスクの価格で評価したもの」となっている。Πiはまた、定義の第 2式から

「資本収益税がない場合のリスク修正された割引率」－「資本収益税を考慮した場合のリス

                                                
13 我々のモデルにおいて、最適税率が不決定であることの簡単な説明は Shimokawa(2001)にある。
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ク修正された割引率」ともあらわせる。これらの点を考慮して、以下では、Πiを資本 I か

らの（リスク修正した）限界課税収入と呼ぶ。

Πiについての最適ルールが導出されれば、それに新たにｍ個の追加的な制約を加えること

で、我々はｍ＋1個の最適税率を決定することが出来る。一つの現実的な制約の例は「確実

性パートと不確実性パートのすべての税率が同じ」というものである。すなわち、

τ η η ηαi i i im= = = = =1 L L （∨ i）を仮定する。これは資本収益に関する最適税率が、不

確実性に関係なく、事前に、決定されることを意味している。Zhu(1994)や Chari-

Christiano-Kehoe(1994)では、非決定性の問題を回避するために、exante taxationという

概念をあらたに定義して分析している。この概念はここで設けた仮定とは若干異なるもので

あるが、事前に最適税率が決定されるという点で同じものであり、したがって、彼等の分析

結果と上記の仮定を課した場合の結果とは類似したものになる14。

先にも簡単に触れたようにv
u c u l

u
cc cl

c

≡ −
+







 は税による通時的な歪みの大きさにかかわ

るものであるが、この点は(13)式を(2) を使って次のように変形するとよくわかる。
(16) ( )p vk = + −λ δ δ1

ここで p k λは、社会と民間の資本の限界価値の比率であるから、この式は両者の比率が
( )δ 1− v によって決定されることを意味している。δは歪みの価値を表す変数であり、ｖは

通時的な歪みの大きさを規定する変数であると解釈することが出来る。

たとえば、もし一括税が可能であるなら定義よりδ = 0である。このとき(16)から社会と民
間の資本の限界価値は一致する（ p k = λ）。これは課税の歪みによるロスがまったくない

ことを意味している。

また、効用関数が分離可能であるような場合、ucl = 0となるから、ｖは異時点間代替の弾

力性の逆数（あるいは相対的リスク回避度）と一致する。このことは歪みの大きさが、異時

点間代替の弾力性の逆数（あるいは相対的リスク回避度）と深く関係していることを示唆し

ている。この点はあとで見る。

今、vの low of motionを、
dv

v
dt dzv v= + ∑µ θ α

α

α と書こう。これは notationの簡単化の

ためであって、µ θ αv v, は、vの定義式を展開することによって、それぞれ

                                                
14 この点に関しては Shimokawa(2001)の Section4 を参照されたい。
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( ) ( ) ( )( )µ µ µ θ θ θ θα α α α

α

v
c

c
l

l
cc

c
cl

c l
ll

lv c v l v c v c l v l v= + + + +








∑ 1 2 2
2 2

、

{ }θ θ θα α αv
c

c
l

lv c v l v= +

と決まる。ここで注意していただきたいのは、µ θ αv v, はともに消費と労働供給によって特

徴付けられることである。あとに Theoremで見るように、最適課税ルールを特徴付ける際、
（dv v）が重要な役割を果たすが、この値は均衡における消費と労働供給の変動によって

決定できる。

(16)式の変化率をとることによって、資本の「社会的限界価値の変化率」と「民間の限界価

値の変化率」の差
dp

p

dk

k
−









λ
λ
を得ることが出来る。さらに、(6)(15)を利用することによ

って、Πiが満たすべき最適課税ルールを以下のように特徴付けることが出来る。

Theorem

v
u c u l

u
cc cl

c

≡ −
+







とし、その変化率を

dv

v
dt dzv v= + ∑µ θ α

α

α と書く。

さらに、 $ , $ ( , )r ii ki
0 00 0> > ∨θ αα を仮定する。

このとき、金融資産市場が不完備であっても、任意の時間 t > 0について、資本 k i からの限

界課税収入Πiは以下のように特徴付けることが出来る。

(17) Π i ki v v vH
= + +







∑ ∑χ θ θ µ

λ
θα α

α

α
α

α

ただしここでχ δ
δ δ

≡
+ −

v

v1
であり、− = − +









H u c

u

u l

u
cc

c

c cl

c

l
α

α α

λ
θ θ 　である。

証明：証明の方針は、Shimokawa(2001)Theorem1とまったく同様である。

dδ = 0に注意して、(16)式の変化率をとると、

(18)
dp

p

d v

v

dv

v

d dv

v

k

k
− =

−
+ −

+





λ
λ

δ
δ δ

λ
λ1

となる。これは、資本の「社会的限界価値の変化率」と「民間の限界価値の変化率」の差を

あらわしている。

また、(15)を(14)を使って整理することにより

(15a)
dp

p
f

T

p
dt

k

k i

k

k

ki= − −








∑ρ θ

α
α

α

+ ∑ T

p
dz

k

k

α

α

α

と書ける。また、(6)に(7)を代入して、Πiの定義を考慮すると、
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(6a)
d

f
H

dt
H

dzi
ki iλ

λ
ρ

λ
θ

λ

α

α

α
α

α

α= − − +






 +∑ ∑Π

と出来る。(18)に(15a)(6a)を代入して、
dp

p

k

k
と

dλ
λ
を消去すると、

[(26)式左辺] = −






 −









∑ H T

p
dt

k

k

ki i
α α

α

α λ
θ Π + −







∑ T

p

H
dz

k

k

α α

α

α

λ

[(26)式右辺] =
−

+ −
+







 +

−
+ −∑ ∑δ

δ δ
µ

λ
θ

δ
δ δ

θ
α

α

α

α α

α

v

v

H
dt

v

v
dzv v v

1 1

であるから、伊藤過程の一意分解性より、両辺のdt 項とdz項を比較することで、

(19) Π i
k

k

kiH T

p
= −







 −




∑

α α
α

α λ
θ −

+ −
+












∑δ
δ δ

µ
λ

θ
α

α

α

v

v

Hv v

1
、

(20)
T

p

Hk

k

α α

λ
−







 =

−
+ −

δ
δ δ

θ αv

v
v

1
　　 [ ]∨ ∈α 1 2, , ,L m

を得る。(19)に(20)を代入すると(17)を得る。□

まず、Πiは資産に関する初期条件と、資本の限界収益に関するショックの大きさθ αki 、そ

れに均衡での消費と労働の値によって決まることを確認しよう。（17）の右辺はδとθ αki 、

v、dv v  、それにHα λで決まる。このうちθ αki は外生的に与えられるものである。δは
公債(と資本)の初期保有量によって決定される。 v、dv v、Hα λは、先に見たように、

消費と労働の均衡経路が決まれば決まる。

(17)式の意味を考えよう。

vが歪みの大きさを規定する変数であることは再三述べた。(17)を解釈する際は、さらにv

が異時点間代替の弾力性の逆数に対応していることを思い出すと理解しやすい。

まず、右辺の µ
λ

θ
α

α

α

v vH
+







∑ は、vの（リスク修正された）成長率であり、それが大き

いほど、資本収益への課税は大きい事をあらわしている。もしｖが大きくなるなら（すなわ

ち代替の弾力性が小さくなるなら）、より多くの課税をすることになる。なぜなら代替の弾

力性が小さければ、多くの税を課したとしても、通時的な資源分配の変化は少なく、したが

って課税による通時的な歪みが少なくなるからである。

また、 θ θα α

α

ki v∑ はvの変化率と資本収益の変化率との共分散である。資本 I収益の変動が

vに与える影響が大きいほど、異時点間代替に与える影響は大きくなり、したがって歪みも

大きくなる。これを受けて、vの変化率と資本収益の変化率との共分散が大きいほど、資本

Iからの収益への課税は大きくなる。ショックによって、より大きな歪みをもたらす資本の
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保有量を減らすように課税されるわけである。

χは課税率の大きさを決定している。δが大きいほど（公債残高が大きいほど）課税額は

大きくなる。

Remark：(17)において、もしδ = 0や ( )dv v = 0であるなら、Π i = 0となる。δ = 0は税

による歪みの存在しない状況、すなわち一括税が利用可能な状況に対応する。また、

( )dv v = 0は、たとえば、効用関数がｃとｌに関して同次であるようなケースに対応する。

Remark：多資本モデルにおける資本間の最適課税の関係について

資本間の最適課税の関係についても、Shimokawa(2001)Theorem2 がそのまま不完備金融

資産市場のケースにも拡張できることは明らかであろう。

すなわち、資本収益率の変動が v の変動率に大きな影響を与える資本ほど（共分散
θ θα α

α

v ki∑ が大きな資本ほど）、Πiがおおきくなるということである。つまり、資本収益

の変動により、大きな歪みをもたらすような資本には高額の課税を課し、保有量を抑えるの

が最適となる。

３－３　2つの効用関数

つぎに、効用関数を特定化することによって、vを具体的に消費によってあらわしてみよう。

これによって、Πiの特徴付けに関するより直感的な理解が得られるはずである。

例１：効用関数を以下のように特定化する。

瞬時的効用関数が分離可能であり、かつｃに関して絶対的リスク回避度が一定であるとする。

すなわち ( ) ( ){ }u c l c h l, exp ( )≡ − − +1 γ という場合を考える。ここで ( )h ⋅ は l に関して

concaveであり、絶対的リスク回避度γ は正の定数である。

このモデルでは、 効用関数が分離可能であるため、vは消費のみから決まり、相対的リス
ク回避度と一致する。その値はv c= γ となる。さらに絶対的リスク回避度が一定であるこ
とを考慮すれば、( ) ( )dv v dc c= が成立している。すなわちvの変化率はcのそれと一致す

る。故にµ µ θ θα αv c v c= =, 　∨ αである。

また、リスクの価格は(8)から ( )− =H c cα αλ γ θ 　 ∨ αとなり、リスクプレミアムは、こ

れを用いて − =∑ ∑H
cki c ki

α
α

α

α α

αλ
θ γ θ θ とかける。すなわち相対的リスク回避度γ cと消
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費の成長率と資本の成長率の瞬時的共分散 θ θα α

α

c ki∑ から決まることが確認できる。また、

リスクプレミアムは正であるから、均衡経路上において消費と資本の共分散 θ θα α

α

c ki∑ も

正であることが分かる。すなわち、資本からの収益率の増加は必ず瞬間的な消費量を増加さ

せる。

資産の裁定式(7)は、これをもちいて $r c ri c ki b− =∑γ θ θα α

α

となる。すなわち、資本からの

収益の変動が消費に大きな影響を与えるほど、また相対的リスク回避度が大きいほど、リス

クプレミアムは大きくなる。

さて、この関数系おけるΠiの特徴づけを見よう。つぎの(20a)では、vの変化率ではなく、

消費ｃの変化率によってΠiが特徴付けられるために、その解釈がより容易になる。

Corollary1
効用関数を ( ) ( ){ }u c l c h l, exp ( )≡ − − +1 γ と特定化すると、(17)は以下のように書ける。

(17a)  ( )Π i ki c c cc= + −






∑ ∑χ θ θ µ γ θα α

α

α

α

2
　　∨ i

ただしここでχ δγ
δ δγ

≡
+ −

c

c1 2
である。

(17a)を解釈すると、リスク修正した消費の成長率 ( )µ γ θ α

α

c cc−






∑

2
が大きいほど課税

収入は大きくなることがわかる。消費の成長率が大きいのは、資本蓄積がまだ十分に進んで

いない状況である。このとき成長資本をより必要としているので、資源の異時点間代替の弾

力性は小さい。すなわち仮に多くの資本所得課税を課しても、資源分配に大きな影響はもた

らさない。したがって資本収益に関する最適課税額は大きくなる。この結果は決定論的なモ

デルにおいて良く知られた結果と一致する。

また、資本収益ショックが消費に大きな影響を与える（すなわち共分散が大きい）資本ほど

課税額が大きくなることが分かる。これはショックが大きな歪みをもたらすような資本ほど

その保有量を小さくするように課税されることを意味する。

４－２　homogeneous utility function

次に、瞬時的な効用関数が消費と労働に関して homogeneous of degree h（ただしｈは任意

の整数）であるか、あるいは消費と労働に関して分離可能であり、かつ消費に関して

homogeneous of degree hである場合を考えよう。このケースでは ( )dv v はつねに０とな
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る。すなわちvは資本蓄積に関わらず常に一定である。Lemma2 よりδも常に一定である
から、これは課税による歪みδvが通時的に一定であることを意味している。従って、最適

課税率は常に一定となる。ただし、政府支出は有限であるから、横断条件と合わせると、最

適課税率は常に０でなくてはならない（上記２、３の結果）。

以上を公式から確認しよう。

vの定義より、効用関数が homogeneous of degree hならばv h= − 1となる。hはコンス
タントであるから、vもコンスタントである。したがってµ θ αv v= = 0（∨ α）である。

これらを（17）に代入すると
(17b) Π i = 0 　　 [ ]∨ ∈i m12, , ,L

がわかる。上述の非決定性により課税率の組合せは一意には決まらないが、上式は資本 I

からの限界課税収入が常に 0であることを意味している。

もし、課税率に関して、追加的にτ η η ηαi i i im= = = = =1 L L という仮定を課せば、最適課

税率は全て０となる。この仮定は課税率が事前に決定されるケースを意味している。このこ

とは先に見た。まとめると、

Corollary4

瞬時的な効用関数を

(1)消費と労働に関して homogeneous of degree hであるか、

(2)あるいは消費と労働に関して分離可能であり、かつ消費に関して homogeneous of

degree hであると仮定する。このとき(17)は以下のように特定化される。
(17b) Π i = 0 　　 [ ]∨ ∈i m12, , ,L

さらに課税率τ η η ηαi i i im= = = = =1 L L という仮定を課せば、最適課税率は全て０である。

以上、我々は誘導可能条件を用いることによって、最適資本課税公式を特徴付ける

Shimokawa　(2001)Theorem1が、不完備金融市場下においても成立することを確認した。
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