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Abstract 

 

This paper proposes a method to price convertible bonds with credit risk using 
Duffie-Singleton approach to handle credit risk. As such it also provides a method to 
replicate convertibles by trading common stocks and corporate bonds of the issuing 
company. Empirical comparison with existing models which incorporate credit risk is 
provided using Japanese convertible bond data.  

 
 

    
要約要約要約要約    

 
この論文は信用リスクの評価を含めた転換社債の評価モデルを提示するものである。こ

の分野で現在知られている評価モデルはすべて、信用スプレッドを取り扱う部分でアド・

ホックな仮定ないしは方法を用いている。われわれは Duffie-Singleton アプローチを採用
することによって評価方法の理論的整合性を確保する。日本の転換社債のデータを用いて

既存のモデル３種類と比較した結果、われわれのモデルの適合度が最も高いことが確認で

きた。 
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1. はじめに 
 
転換社債は簡単にいえば、株式に転換できる社債である。実際には様々なオプションが

つきうるが、転換社債の最も基本的で重要なオプションは株式に対するコール･オプション

である。その他にもコール条項やプット条項 
がオプションとしてついている。これらの原 
資産が転換社債それ自身であることは、転換 
社債のプライシングを複雑にする。さらに最近 
は転換価格が株価に依存して変化するものも 
あらわれ、より複雑化している。そして、これらのオプションはアメリカン･タイプである

ことがほとんどである。 
 転換社債の将来価値は、様々な確率的な変数に依存する。このような複雑なデリバティ

ブをプライシングする際には、何を状態変数とみるかということは重要である。株式への

転換権のついた社債という観点から見れば、それらの変数は株価であり、金利であり、発

行体の信用状態でありうる。さらにより本質的には、転換社債も株式、社債もすべて企業

価値のデリバティブである。企業の資本構成に焦点を当て、企業価値を状態変数とみる方

法は、首尾一貫した論理で企業の発行したすべての証券をプライシングできる。しかし、

この方法は実際に市場で取引されていない企業価値の値とその確率過程を特定化する必要

があるので容易に実行できない。実際に市場で見えている株価と社債価格を所与として、

企業価値を通して転換社債をプライシングすることは、各々の価値が非線形に企業価値に

依存しているので困難である。したがって、実際には一番重要な状態変数として市場で見

えている株価を直接的に用いることが多い。本稿では株式と社債の価格を所与として、企

業価値を通さずに転換社債をプライシングする。その際に重要なのは株式と社債の市場価

格の情報を独立に与えないということである。つまり、本質的には Fig1-1の上線であると
いうことを認識した上で、太線をたどってプライシングする。 

 

Firm va lue 

Stock value 
SB 

va lue 

CB 

value 

FFFF iiiigggg    1111----1111    

 

      ポジション 原資産 
転換権   long        株式 
コール条項 short       転換社債 
プット条項 long        転換社債 
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株価を状態変数とした上で、本稿で焦点を当てるのはデフォルトという状態変数である。

適債基準が撤廃されたことにより、信用状態の低い企業でも転換社債を発行できるように

なった。さらに、転換社債は積極的成長計画の資金調達手段として利用されることが多い

ため、信用力の低い「ニュー・エコノミー」企業の発行が増える可能性がある。アメリカ

では既にこの傾向が見られた。これらのことを受けて、クレジットリスクを反映して転換

社債をプライシングする重要性は高まると考えられる。 
 
 
 

2. 既存のモデリングの概観と新しいモデリングへのインセンティブ  
 
2.1. クレジットリスクのモデリング 
 
信用リスクを考慮した金融商品の評価は以下の２つのアプローチに大別される。 

A1 構造アプローチ 
A2 誘導型アプローチ 

A1においては、企業の資本構成に焦点を当てることによってデフォルトの発生は内生化
される。このアプローチはMerton(1974)によって始められた。彼は企業価値を拡散過程で
記述し、満期において企業価値が負債の額面を下回ったときにデフォルトは発生するとと

らえた。そこでは社債は企業価値を原資産とするオプションであり、社債を原資産とする

オプションは企業価値のコンパウンド・オプションである。Longstaff-Schwartz(1995)はそ
の値にヒットしたらデフォルトというデフォルト境界を考えることによって満期日やクー

ポン日以外の｛t ; 0≦t≦T｝でデフォルトを認識できるようにし、金利を確率的にする拡張
を行った。しかし、A1においては２つの大きな問題点がある。まず企業価値は現実に市場
性資産ではなく、市場で観察することはできない。よってパラメータを推定することは困

難である。またある負債の価値を計算するためには、その負債よりも優先順位の高い負債

の価値を同時にプライシングしなければならず、その上、社債を原資産とするオプション

の場合はコンパウンド・オプションとなってしまうので計算を実行することは困難である。

２つ目の問題点は拡散過程で企業価値を記述していることに起因するものである。実証分

析においてデフォルトは突然起こり、予測できないことが示されている。そのために、社

債のスプレッドが、満期より少し前だとしても、相当に高いものがあることは拡散過程で

は説明しきれない場合がある。 
A2は上に示された問題点を考慮し、ジャンプ・プロセスを導入することによってデフォ
ルトを、ジャンプを伴うレア・イベントとして記述し、さらに現実に市場性資産であり、

観察可能な証券を用いてモデリングした。このことによって、現在の市場価格と整合的に

パラメータを決定すれば、より直接的に裁定価格を導出できる。つまり、デフォルトリス
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クのパラメータであるハザード・レートやリカバリー・レートは外生的に与えられる。

Duffie-Singleton(1999)、Jarrow-Turnbell(1994)はこのアプローチの代表的なモデルである。 
 

2.2. クレジットリスクを考慮した転換社債のモデリング 
 
 信用リスクを考慮した転換社債のプライシングも 2.1 で挙げた２つのアプローチのどち
らかに分類することができる。Ingersoll(1977)、Brenann-Schwartz(1980)は A1に属する。
2.1.で挙げた A1に関する問題点はそのまま当てはまる。Tsiveriotis-Fernandes(1998)はク
レジット・スプレッドを外生的に与えているという点においてのみ、A2に属するというこ
とができる。このモデルではＡ2のフレームワークが完全に生かされてはいない。そこで本
論文ではＡ2、特に Duffie-Singleton(1999)のフレームワークで転換社債をプライシングす
ること中心に、信用リスクを考慮した転換社債のプライシングを考える。 
 
 
3. Duffie and Singleton (1999)の枠組みにおける転換社債のプライシング 
 
市場に無裁定条件が成立することを仮定する。Harrison and Pliska (1981)において示さ

れているように、このときマネー・マーケット資産の収益率を基準財として、すべての市

場性資産の相対価格をマルチンゲ―ルにするような同値マルチンゲ―ル測度Ｑが少なくと

も１つ存在する。 
最初にデフォルトという事象を数学的に記述する。以下の議論はある計数過程の１番目

のジャンプが起こるときにデフォルトが起こると考えることに依拠している。 
デフォルト関数を次のように定義する。 

{ }τ≥=Λ tt 1      )1.3(  

ここでτはデフォルトが起こる時間である。計数過程を次のように定義する。 

{ }

･･･<<=

= ∑
=

≥

21i

1

    where          

1      )2.3(

τττ

τ
k

tt k
N

 

Doob-Meyer 分解によって、Ｎt は Nt=A+M と有界変動で可測な右連続増加過程Ａ（Ａの
初期値は 0）とマルチンゲ―ル性をもつ確率過程 M の２つに一意に分解可能であるから、
Ntを次のように表現できる。 

t

t

st MdsN += ∫0
       )3.3( λ  

ここでλtは強度関数で、確率的に変動してもよい。Mtはマルチンゲ―ルである。(3.1)-(3.3)
より、Λtは次のように表現できる。 
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       where          

1                   

                   

        )4.3(

0 s

0 s
 

(3.4)を微分型で書くと、 

{ } tttt dmdtd +=Λ <τλ 1        )5.3(  

 次にデフォルト可能性がある資産が同値マルチンゲ―ル測度Ｑの下でどのように記述で

きるかを考える。デフォルトしたときにある回収金額Φ（Φは確率的であることを許す）

を支払う資産は、デフォルト時に配当Ｄ（Ｄは確率的であることを許す）を１回だけまと

め払いした後に消える資産と考えることができるから、まとめ払いの配当を支払う証券の

枠組みで考えることができる。 
 同値マルチンゲ―ル測度Ｑの下で、まとめ払いの配当をおこなう証券は次のように表せ

た（see Duffie (1996)）。 





 −+−= ∫∫ ∫ T

T

t u

T

t

s

t su
Q
tt SdurdDdurES )exp()exp(         )6.3(  

(3.6)をデフォルトリスクのある資産に応用すると次のように表現できる。 





 ≤Λ−−+ΛΦ−= ∫ ∫∫ τtSdurddurES tT

s

t

T

t ussu

T

t

Q
tt |)1()exp()(exp       )7.3(  

(3.5)を代入して整理すると、 

{ } { }

{ } { } 



 ≤−+Φ−=





 ≤−++Φ−=

<<

<<

∫ ∫∫

∫ ∫∫
τλ

τλ

ττ

ττ

tSdurdsdurE

tSdurdmdsdurES

TT

s

t

T

t usssu

T

t

Q
t

TT

s

t

T

t ussssu

T

t

Q
tt

|1)exp(1)(exp             

|1)exp()1()(exp  )8.3(
 

ここで、”Pre-default process”Ｖtを次のような条件を満たす確率過程とする。 

{ }τ<= ttt VS 1       )9.3(  

(3.8)にテクニカルな条件とともに Generalized Ito's lemma(see.Protter (1990))を用いると、
(3.9)を満たすＶtは、 

Qunder  martingale some is       where          
])([      )10.3(

t

ttttttt

M
dMdtVrdV +++Φ−= λλ  

という確率過程に従うことが分かる。満期の境界条件と合わせれば、この解は一意に定ま

る。満期の境界条件は資産の契約条項によって決まる。ここまでは非常に一般的な議論で

あった。ここで、RMV(Recovery of Market Value) 
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raterecovery  :               
       )11.3( t

φ
φ ttV=Φ

 

を仮定すれば、(3.10)は 

tttt

t

tttt

rR
M

dMdtVRdV

λφ )1(  and               
Qunder  martingale some is       where          

       )12.3(

−+=

+=
 

と整理できる。ヨーロピアンタイプでクーポン支払いがない場合は（アメリカンタイプ、

クーポン支払いのある場合への拡張は straightforward である）満期の条件 V(T)を与えて
やれば、(3.12)と合わせて V(t)は一意に定まり、次の Pricing formulaを導出できる。 

{ } 



 −+−= ∫ Tss

T

t s
Q
tt VdsrEV ))1((exp       )13.3( λφ  

転換社債の場合は、満期の境界条件を 

TS
F
a

FaSMaxV

T

TT

 at timestock  underlying  theof price  theis  and                  
 valueface a is  and                  

ratio conversion a is  e      wher          
),(        )14.3( =

 

と書ける。 
 クーポン支払いがある場合には(3.13)は次のようになる。 

{ } { }
coupon sum lumpa  is       where          

))1((exp))1((exp       )15.3(

t

T

t uss

u

t s
Q
tTss

T

t s
Q
tt

dD

dDdsrEVdsrEV 



 −+−+



 −+−= ∫ ∫∫ λφλφ

 

(3.14)にあるように、原株価格の確率過程が特定されないと(3.13)を評価することはできな
い。ここで原株価格の同値マルチンゲ―ル測度Ｑの下での確率過程に通常の 

Qunder motion brownian  standard a is   re       whe          
      )16.3(

t

tttttt

w
dwSdtSrdS σ+=

 

を採用してよいだろうか。以下、経済学的に(3.16)はおかしいことを述べる。転換社債のデ
フォルトを引き起こすのは原株価格の下落である。さらに企業の資本構成に目を向ければ、 
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企業価値 

45° 

株主の取り分 

社債保有者の取り分 

0 

転換社債保有者の取り分 

FFFFiiiigggg    3333----1111    

 
であり、転換社債のデフォルトは原株価格が 0に行ったときのみに起こることが分かる（図
は一般的に転換社債は普通社債よりも優先順位が低いことを反映している）。つまり、計数

過程の１番目の事象を転換社債の回収金額Φのデフォルトとするとき、同時に原株価格は 0
にジャンプしなければならない（つまり、回収金額 0のデフォルト）。このことは原株価格
のＳＤＥが 

(3.12) as processintensity  same  theis  :Note            
  and               

Qunder  martingale some is       where          
       )17.3(

t

*

*

λ
λ ttt

t

tttt

rR
M

dMdtSRdS

+=

+=

 

とならければ、モデル内部で経済学的矛盾を含んでしまうことを示唆している。 
 
 
４. 実際的なプライシングモデル 
    
    この章では実際に容易に実行可能であるような２つの転換社債プライシングモデルを提

案する。２つに共通していることは、社債で imply されている情報を用いて転換社債のク
レジット部分をプライシングするということである。そのため２つのモデルは誘導型アプ

ローチに属する。究極的には社債と転換社債のクレジット部分の relative pricing である。
今の場合には社債価格を所与としているので、転換社債が社債と比べてクレジット的に割

高か割安かを判定しようとしている。転換社債は株価のデリバティブであるのでもちろん

株式と転換社債との relative pricingでもある。既存の転換社債のプライシングにおける誘
導型アプローチでは、株価と社債の市場価格の情報は独立に転換社債のプライシングに用

いられた。そこでは大きな点が見過ごされていると思われる。Fig1-1,Fig3-1にあるように、
本質的には株式も社債も同一の原資産、企業価値をもつデリバティブであるからである。
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以下に挙げる２つのモデルではこのことを意識している。 
 
4.1. Duffie-Singleton (1999)の枠組み 
 
 この節では３章で説明したモデルを実際に定式化し、バイノミアル・ツリーモデルによ

ってアメリカンタイプの転換社債をプライシングできるようにする。 
 
4.1.1. 連続時間モデル 
 
まず転換社債をプライシングする上で一番重要なファクターである原株価格の確率過程

を考える。(3.16)のマルチンゲ―ルMtに標準ブラウン運動を採用し、 

ttt

t

tttttt

rR
w

dwSdtSRdS

λ

σ

+=

+=

*

*

  and               
Qunder motion brownian  standard  theis       where          

       )1.4(
 

とする。ここでλは転換社債のデフォルトを引き起こすジャンプの強度に等しくならけれ

ばならなかった。次にλをどのように定式化するかを選択しなくてはならないが、λと原

株価格の相関が負であることはアカデミック、実務どちらの世界においても説得力がある

議論である。λを CIR 型などの確率過程で記述し、カリブレーションによって原株価格と
λの標準ブラウン運動の相関係数が負になることを期待するのもひとつの選択肢であるが、

ここでは既知の情報をいかし、λを次のように定式化する。 
 

( )

( )

( )

( )
( ) { }

constants some are 0,, where

1)(     )5.4(
      )4.4(

       (4.3)

example,For 
0for   0                    

0                    
conditions  thesatisfying  pricestock   theoffunction  decreasing a is               

  :       )2.4(

0

≥

−=
+=

+=

>≤′
≥

≥−

−

++

ba

aSS
beS
S
aS

S

S
RR

t

t

aStt

aS
t

b
t

t

t

θ

θλ
θλ

θλ

λ
λ

λ

θ

・

・ a

 

 λを(4.2)のように定式化し、金利を確定的にすればファクター数を一個にすることがで
きる。このことは計算時間にとって大きなプラスである。 
次にλのカリブレーションについて説明する。 
λは社債市場で Implyされている。社債は今の枠組みで次のようにプライシングされる。 
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{ } { }
bond corporate underlying  theof coupon sum lumpa  is    and                  

bond corprate underlying  theof  valuefacea  is       where          

))1((exp))1((exp       )6.4( **

t

T

t uss

u

t s
Q
tss

T

t s
Q
tt

dD
F

dDdsrEFdsrEV 



 −+−+



 −+−= ∫ ∫∫ λφλφ

 

Fig3-1 から明らかなように転換社債と普通社債ではリカバリー･レートが異なる。しかし、
別々に推定することは困難である。さらにλとリカバリー･レートを別々に推定することも

困難であるので 
constant      )7.4( * ≡= φφ  

と仮定することにする。すると(4.6)において未知のパラメータはλだけであり、(4.1)によ
って原株価格の確率過程が与えられているので、 (4.2)によって定式化されるλを
Newton-Raphson Methodによって現在の社債価格にフィットさせることができる。 
 最後に今までの情報を用いて転換社債を次のようにプライシングする。 

{ } { }

[ ]TtaSV

dD
TS

F
a

FaSMaxV

dDdsrEVdsrEV

tt

t

T

TT

T

t uss

u

t s
Q
tTss

T

t s
Q
tt

,0,         (4.9)
condition,bondary   theWith

bond econvertibl  theof coupon sum lumpa  is  and                  
 at timestock  underlying  theof price  theis  and                  

bond econvertibl  theof  valuefacea  is  and                  
ratio conversiona  is  and                  

),(       where          

))1((exp))1((exp       )8.4( **

∈≥

=




 −+−+



 −+−= ∫ ∫∫ λφλφ

コール条項やプット条項のある転換社債については(4.9)に境界条件をつけくわえてやれば
よい。 
 以下では(4.1)を確定項と確率過程とに分解する。これはツリーを効率的に作るための工
夫である(see.高橋・時岡 (1999))。なお簡単化のため金利は一定とする。すると確率積分に
よって、次のように書ける。 

0:      where(4.11)

)
2
1()ln(                          

)
2
1()ln(                          

)
2
1)()ln()ln(      )10.4(

0

2
0

00

2
0

0 0

2
0

=+=

+−+=

++−+=

+−++=

∫∫

∫ ∫

XdwdtdX

XtrS

dwdstrS

dwdsrSS

ttt

t

t

s

t

s

t t

sst

σλ

σ

σλσ

σσλ

 

 
4.1.2. 離散時間近似モデル 
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 この節では(4.11)のｄX(t)を離散時間に近似し、バイノミアルツリーを構築する。満期時
刻 T までの期間を N 個に均等分割して 0,h(=T/N),2h,…,T と離散化したときの各時点 ih(i
∈{0,1,…,N-1})におけるｄX(ih)を次のように２項近似する。 


 +=

=−=

==−+

),( ofy probabilita   with1' if       1
),(-1 ofy probabilita   with' if     1     (4.13)

by defined  variablerandoma  is  and
 stateat  , at time  of  value theis ),(    where          

0)0(:   ),()',1(     )12.4(

jiqjj
jiqjjY

Y
jiXjiX

XYhjiXjiX σ

 

Yの状態推移確率ｑ(i,j)は(4.12)が(4.11)を満たすように決められる。拡散過程においては２
次までのモーメントを合わせればよい。(4.12)の右辺よりΔt(=ｈ)についての高次のオーダ
ーを無視すれば、既に２次モーメント(分散)は満たされている。よって、あとは(4.12)の条
件付期待値が(4.11)のドリフト項と等しくなるようにｑ(i,j)を決めればよい。 







+= ),(1

2
1),('     )14.4( jihjiq λ

σ
 

(4.14)はパラメータによっては、株価が低くλが高いときに、１を超える可能性があるので
次の調整をおこなう。 

)],(',1[),(      )15.4( jiqMinjiq =  
しかし、時間分割幅ｈを０に近づけるに従ってどのようなパラメータが設定されてもこの

問題は生じなくなる。 
Note:金利が確定的に時間に依存するときの(4.10),(4.11),(4.14) 

( )





++=

=++=

+−=

+++−=

+−++=

∫∫

∫ ∫

),()(1
2
1),('     )'14.4(

0:)(      where(4.11)'
2
1)ln(                          

)(
2
1)ln(                          

)
2
1)()ln()ln(      )'10.4(

0

2
0

00

2
0

0 0

2
0

jijrhjiq

XdwdtrdX

XtS

dwdsrtS

dwdsrSS

tttt

t

t

s

t

ss

t t

ssst

λ
σ

σλ

σ

σλσ

σσλ

 

 
 
4.2 デフォルト境界を用いた誘導型アプローチ 
 
4.2.1. 連続時間モデル 
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 この節では Longstaff-Schwartz(1995)にあるようなデフォルト境界を用いて、１ファク
ターの誘導型アプローチをモデリングすることを考える。満期までの期間にデフォルトが

起きた場合には、企業はφＦを即座に支払い清算すると仮定することによって、バリアが

デフォルト境界でリベートφＦのノックアウト･オプションの枠組みで転換社債をプライ

シングできる。拡散過程のみを用いてモデリングし、ファクターとしては企業価値ではな

く原株価格を採用する。 
 マネー・マーケット資産の収益率を基準財として、すべての市場性資産の相対価格をマ

ルチンゲ―ルにするような同値マルチンゲ―ル測度Ｑが少なくとも１つ存在することを仮

定する。 
まず同値マルチンゲ―ル測度Ｑの下での株価の確率微分方程式は通常の 

    
constant a be  toassumed is                            

:Qunder motion brownian  standard a is   re       whe          
:             )16.4( 0

σ

σ

t

t

w
SSSdwrSdtdS =+=

 

に従うとする。次にデフォルト境界を一定としデフォルト時刻τを次のように定式化する。 
{ }

default of  valuecritical a is )( '                      
:default with associated  timestopping a is     where          

')(:inf     )17.4(

SS

StSt

<

≤=
τ

τ
 

(4.16),(4.17)の下で、転換社債のプライシングは次のように表現できる（簡単化のためクー
ポンは無視する）。 

[ ]

],0[,                  (4.19)
condition,boundary   the  with

Qunder  t at time 'barrier   to timepassagefirst   theof p.d.f.  theis )(                        
ratio conversiona  is                         

:CB  theof  valuefacea  is                         
:CB  theof raterecovery constant a  is      where          

)(1,)(      )18.4(

'

0 ''00

TtaSV

StQ
a
F

dttQFaSMaxedttQeFV

tt

S

T

ST
rT

S

T rt

∈≥




 −+= ∫∫ −−

φ

φ

 

 転換社債の場合には、(4.18),(4.19)は数値的に解くことが要求される。あえてこの表現を
したのは、のちにカリブレーションで社債を解析的に解くときに、整合性に気を付けるた

めである。 
 今までの議論を整理するために偏微分方程式の表示をしておく。その前に再度ノックア

ウト・オプションの枠組みのなかでの転換社債のプライシングを明らかにする。時間に依

存しない一定のデフォルト境界Ｓ'が「バリア」である。転換社債の満期までの期間にＳt
がＳ'に到達したならば、転換社債保有者は回収金額（「リベート」）φＦを受け取り、企業
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は直ちに清算される（転換社債は直ちに「消滅」する）。さもなくば、転換社債は株に対す

るコール･オプションを内蔵したデフォルトフリーの債券である。 
 通常のブラック･ショールズにおける偏微分方程式との違いは境界条件である。満期まで

の間、t∈[0,T]で原株価格がバリアＳ'を上回っている限りは、通常のケースと同じ偏微分方
程式が用いられる。 

[ ]

                                                          (4.21)
, ' if

 , ,  0
2

         )20.4(

,' if
,                   

,0

2

222

FV
SS

FaSMaxVrV
S
VrS

S
VS

t
V

SS
aSV

Tt

t

t

TT

t

tt

φ

σ

=
≤

==−
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

>
≥

≤≤

 

 次にＳ'のカリブレーションについて説明する。株価がＳ'にヒットするとデフォルトが起
きるという仮定の下で、明らかに社債も株価のデリバティブである。(4.16)の rとσを与え
てやり株価の確率過程を特定化し、一定と仮定とした回収率を与えてやる。その下で社債

の価格を求めるのに必要なパラメータはＳ'のみである。そこで市場で観測された社債価格
を逆に与えてやり、Ｓ'を求めることができる。求めたＳ'とそのときに用いた株価の確率過
程を用いて、今度は転換社債をプライシングできる。 
 このモデルの利点として社債の場合に解析解が求まることが挙げられる。よって、カリ

ブレーションの時間を短縮できる。 
 以下では社債のリカバリー･レートは転換社債のそれに等しく、さらにクーポンと元本部

分についてもリカバリー･レートが等しいことを仮定する。 
 元本部分の現在価値は、次のように求められる。 

 
Qunder  t at time 'barrier   to timepassagefirst   theof p.d.f.  theis )(         

:bond corporate  theof  valueface a is          
: raterecovery constant  a is  where

             

)(1)(principal      )22.4(

'

0 ''00




















 −+= ∫∫ −−

StQ
F

dttQFedttQeF

S

T

S
rT

S

T rt

φ

φ

  

(4.22)を解析的に評価する。 

① ∫−
T

S dttQ
0 ' )(1 の評価 

 (4.16)に対して自然対数をとれば tdwdtrSd σσ +−= )
2
1(ln 2 で、 tt ZS =ln とおけば tZ は

( )2,σµ －ブラウン運動である。 
 (4.17)における停止時刻の定義より、 



 

 14 

[ ]TdttQ
T

S >=− ∫ τPr)(1    )1.M(
0 '  

 ブラウン運動の連続性より、 
[ ] [ ]'minPrPr    (M.2) 0 SST tTt >=> ≤≤τ  

 tZ の初期値を 0にずらすと、 

[ ] 












>=> ≤≤≤≤ S

SZSS tTttTt
'logminPr'minPr    (M.3) 00  

 ブラウン運動の対称性より、 














>−−=














≤−=














>−−=













>

≤≤

≤≤

≤≤≤≤

'
logmaxPr1                                                  

'
logmaxPr                                                  

'logmaxPr'logminPr  (M.4)

0

0

00

S
SZ

S
SZ

S
SZ

S
SZ

tTt

tTt

tTttTt

 














≤−≤≤ '

logmaxPr 0 S
SZ tTt の部分は、初期値 0 の ( )( )22 ,2 σσ−− r －ブラウン運動が、

上方境界 






'
log

S
S
に、時刻Ｔまでに到達しない確率である。これが求まれば、 [ ]T>τPr を

評価できる。そこで、notationを簡単にして、初期値０の ( )2,σµ －ブラウン運動（ tB とお

く）が上方境界Ｕに到達しない確率、 [ ]UBtTt ≤≤≤0maxPr を求めることを考える。 

tt BY 1−=σ とスケール変換すれば、 [ ]UBtTt ≤≤≤0maxPr ＝ [ ]σ
UYtTt ≤≤≤0maxPr である。

さらに、ギルサノフの定理を用いて測度変換することによって、 tY を標準ブラウン運動に
することができる。以上のことを念頭におきながら計算する。 

[ ]UBtTt ≤≤≤0maxPr を求めるために、確率測度と確率過程を次のように定義する。 

tTtY

t

t

ss

t

st

tt

tt

t

YTM

Wt

dWds

WtY
WtB

W

≤≤=






 −−=







 −−=Λ

+=
+=

∫∫

0

2

00

2

max)(
2
1exp     

2
1exp

,martingale lexponentiaan  Define

P.under motion brownian  standard a is 

µµ

µµ

µ
σµ

 



 

 15 

ギルサノフの定理より、測度Ｑを 

TdP
dQ Λ=  

によって定義すれば、 tY は測度Ｑの下で標準ブラウン運動である。 

[ ] { }[ ]
{ }[ ]

{ }

{ } 













 +−=















 +=

Λ=

=≤

≤

≤

≤
−

≤

HMT
Q

HMT
Q

HMT
Q

HM
P

Y

T

T

T

T

YTE

WTE

E

EHTM

1
2
1exp                                    

1
2
1exp                                    

1                                    

1)(Pr     (M.5)

2

2

1

µµ

µµ  

ここで、 
[ ] [ ] [ ]

[ ]HYHM
HYHMHYHMHM

TT

TTTTT

≤∩≤=
>∩≤+≤∩≤=≤

Pr                                            
PrPrPr      (M.6)

 

なので、測度Ｑの下での TM と TY の同時密度関数が分かれば、（Ｍ.5）を評価できる。 
ブラウン運動の reflection principleより、c > 0,b≦cである２つの定数に対して、 

[ ] [ ]






 −Φ=

−>=>∩≤

T
cb

bcYcMbY TTT

2                                           

2PrPr     M.7)(
 

よって、 
[ ] [ ] [ ]






 −Φ−




Φ=

>∩≤−≤=≤∩≤

T
cb

T
b

cMbYbYcMbY TTTTT

2                                           

PrPrPr     M.8)(
 

（Ｍ.8）をｂに関して微分して、 














 −−




=
T

cb
T
b

T
cbf T

b
21),(   )M.9( φφ  

さらにｃに関して微分して、 






 −−=
T

bc
TT

bccbf T
bc

2)2(2),(   )M.10( φ  

TM と TY の同時密度関数が分かる。次に（Ｍ.5）を評価する。 

{ }

∫

∫ ∫

∞−
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









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（Ｍ.11）の積分記号の中を計算すると、 
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よって、 
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スケール変換によって、 
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（Ｍ.14）より、 
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１から（Ｍ.15）の右辺を引くことによって、 
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１から（Ｍ.16）の右辺を引くことによって、 

[ ]
















 −+






Φ




−

















 −+






Φ=>
−

T

Tr
S
S

S
S

T

Tr
S
S

T
r

σ

σ

σ

σ
τ

σ
)

2
1('log

'
)

2
1(

'
log

Pr      (M.17) 

2
122

2

 

② ∫ −T

S
rt dttQe

0 ' )( の評価 
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（Ｍ.16）をＴに関して微分して 






'
log

S
S
＝zとおけば、 

( )( )









 −+
−=

T
Trz

T

zTQ S 2

22

3' 2
2

exp
2

)(      M.18)(
σ

σ

πσ
 

よって、 

( ) ( )

( )( )
∫

∫∫










 ++
−=










 +−+−+
−=−

Tz

T tT

S
rt

dt
t

Trz

t
ze

dt
t

trtrztrz

t
zdttQe

0 2

22

3

0 2

222222

30 '

2
2

exp
2

             (M.19)

2
2222

exp
2

)(

σ
σ

πσ

σ
σσσ

πσ
 

つまり、 rte− というディスカウント・ファクターが入ることによって、 ( )( )22 ,2 σσ−− r －

ブラウン運動が、 ( )( )22 ,2 σσ+− r －ブラウン運動に代わり、 ze が外に出てきたことにな
る。このことを踏まえると、 
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時間 Ti｛Ti ; 0≦Ti≦T｝i=1,…,Nで支払われるクーポン Ciの部分の現在価値は、同様にし
て、 
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線形結合で表すことができるので、 
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が社債の価格である。 
 
4.2.2. 離散時間近似モデル 
 
 バリア・オプションを数値的に解くときには特別な配慮が必要である。ノードが正確に

境界上にない限り、誤った境界条件で解くことになってしまうからである。ここでは制御

変数を用いたトリノミアル・ツリーにより、効率的にプライシングする(see Ritchken(1995))。 
 (4.16)に対して自然対数をとって 
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ζ(t)、推移確率を次のようにおくことによって、２次までのモーメントを満たす。 
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λ=1のときには通常のバイノミアル・モデルに帰着する。 
ここでη,n を次のように定義し、λをあるノードがデフォルト境界のちょうど上にくるよ
うに定める。 

t
SS

∆
=

σ
η )'/)0(ln(    )29.4(  

x
x

    than                     
smaller integer largest   thereturnshich function w a is )floor(      where          

)floor(n   )30.4( η=
 

n
   )31.4( ηλ =  

今の定義で、1≦λ＜2 となる。ηは何回連続でダウンしたらバリアに到達するかを示して
いる。運が良くない限りこれは整数にならない。そこでλを介して、ｎ(整数)回の連続のダ
ウンで境界Ｓ'に到達するようにしている。(4.26)-(4.31)を用いて、トリノミアル･ツリーを
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構築する。 
 一旦ツリーを構築すれば、バリア･オプションを数値的に解く際に通常のアメリカン･オ

プションと異なる点は以下の点だけである(see Cox and Rubinstein (1985))。各ノードで転
換権を行使することが最適かどうかを判断するのに加えて、デフォルト境界に達している

かどうかをチェックし、達しているならばリベート価値となる。もちろん、priorityはデフ
ォルトにある。 
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4'. (4.1),(4.2)に関する Sensitivity Analysis  
(すべてのプログラミングはMatlabでおこない、データ解析にはMatlabとExcelを用いた) 
 

4.1,4.2で挙げたモデルについて、実際の市場データを用いながら様々な感度分析を行い、
モデルについて具体的に考察する。以下 4.1 のモデルを Intensity model、4.2のモデルを
Boundary modelと表記する。 
以下に述べるすべての分析において金利は確定的とし、ＣＢの満期に対応する Libor rate
を補間して用いた。カリブレーションに用いる社債には一番ＣＢに近い満期のものを用い

た。カリブレーションの際の金利には社債の満期に対応するLibor rateを補間して用いた。
ボラティリティには直近半年のヒストリカル・ボラティリティを用いた。 
まず、２つのモデルにおいてクレジットリスクを処理する部分について見てみる。

Intensity modelにおいては強度関数のパラメータがクレジットリスクを処理する部分であ
った。ここでは(4.3)を強度関数として採用し、Θと aを与えてやり、bを用いて社債の価格
によって Imply されているクレジットリスクにフィットさせた。他のパラメータを一定に
してクレジット・スプレッドを動かしたグラフは次のようになった。 

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
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spread) 

 
クレジット･スプレッドが低いほど、株価が高くなるにつれて急激にデフォルトを引き起

こすジャンプの強度は小さくなる。このことはパラメータ b の上昇によって達成されてい
る。この Implied intensity functionを用いてＣＢをプライシングすると次のようになる。 
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cb price (credit spread sensitivity)
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株価がある程度まで下がると加速度的に下がることは、前の図でジャンプの強度が加速

度的に上がることによって達成されている。 
次に Boundary model におけるクレジットリスクの処理について見てみる。Boundary 

model においてはデフォルト境界の水準がクレジットリスクを処理する部分であった。ま
ず、他のパラメータを一定にして社債のクレジット･スプレッドを動かしたときの Implied 
default boundaryについて見てみる。 
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 クレジット･スプレッドが上がるとデフォルト境界の水準は上昇する。その Implied 
default boundaryを用いてＣＢをプライシングすると次のようになる。 
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cb price (credit spread sensitivity)
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 Boundary modelでは、株価が低いときにスプレッドの違いが大きくＣＢのプライスにあ
らわれ、株価が高くなるとほとんどあらわれなくなる。これは Boundary model において
デフォルトが拡散過程のみを用いて記述されているためである。 
次にリカバリー･レートの感度分析を行う。 
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Recovery rate sensitivity (ATM)
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Recovery rate sensitivity (ITM)
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Intensity model はＯＴＭのとき、リカバリー･レートに対して安定的である。ＩＴＭの
ときにリカバリー･レートが上昇すると転換社債の価格が急激に上がるのは、次のメカニズ

ムによる。社債のスプレッドが一定のまま、リカバリー･レートが上がると、社債のスプレ

ッドを説明するためにはジャンプの強度が上がらなければならない。ＩＴＭの場合は、そ

れによる同値マルチンゲ－ル測度Ｑの下での株価の収益率の上昇が効いている。 
Boundary modelは総じて安定的であった。 

 次に転換社債をプライシングする際に一番重要なパラメータであると思われる原株のボ

ラティリティに対しての感度分析をおこなう。 
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Volatility sensitivity(HV=0.4969)
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 双方のモデルにおいてボラティリティの上昇は 
ＣＢの価格を上昇させる。 

Boundary modelにおいて、ボラティリティを 
変えるごとにカリブレーションし直しているために 
ボラティリティの低いところでは社債のスプレッド 
を説明できず、解くことができない。これも 
Boundary modelが拡散過程のみによってデフォ 
ルトを表現していることによる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Model parameters (summary) 
for volatility sensitivity:  
Settlement date        11/03/2000 
Maturity of CB         03/31/2003 
           SB          03/18/2003 
Stock price             720 
Conversion price        732 
HV of underlying stock   0.4969 
 (last half year) 
Yield of SB  1.598  (Libor 0.705) 
Market price of CB    129.5 
With HV and zero recovery, 
Arb price by intensity model   129.6 
         by boundary model   126.2 
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５. Tsiveriotis and Fernandes (1998)の理論的解釈 
 
5.1. Tsiveriotis and Fernandes (1998)について 
 

Tsiveriotis and Fernandes (1998)は外生的に与えられたクレジット・スプレッドを用い
て転換社債のプライシングを行うので、誘導型アプローチの一つである。そこでは、導出

なしで次の２本の連立偏微分方程式を解く問題に転換社債のプライシングを帰着させてい

る。 
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ここで COCB(Cash-Only part of the CB)という便宜的な仮想証券は次のように定義され
る。COCB の所有者は、対応する CB の所有者が最適に行動した時に受け取るすべての
Cash-flows（Equity-flowsは含まない）を受け取る権利を持つ。(5.1),(5.2)は境界条件を通
じて連立されていて、同時に解く必要がある。Tsiveriotis and Fernandes (1998)では述べ
られていないが、EOCB(Equity-Only part of the CB)という新たな仮想証券を次のように
定義すると：EOCB の所有者は、対応する CB の所有者が最適に行動した時に受け取るす
べての Equity-flows（Cash-flowsは含まない）を受け取る権利を持つ：、Tsiveriotis and 
Fernandes (1998)は(5.1),(5.2)に加えて、次に挙げる(5.3)の３本の偏微分方程式うち２本を
解けばよいと言っていることと同値である。 
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このことは CB,COCB,EOCBのうち２つが市場性資産であれば、u=v+wという関係が成り
立たなければならないことから自明である。また、ｒgについてはなにも述べられていなか
った。 
 
5.2. Duffie and Singleton (1999)の枠組みにおける解釈 
 
 比較を行うために、4.1で挙げたモデルの偏微分方程式を導くことからはじめる。さら
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に、Tsiveriotis and Fernandes (1998)に合わせてφ、λは一定とする。伊藤の補題を用い
て、 
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dSに同値マルチンゲ―ル測度Ｑの下での確率微分方程式を代入して、 
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ここで、確率測度Ｑの下で(5.6)の左辺はマルチンゲ―ルであった。よって、(5.6)の右辺の
ドリフト項は０にならければならない。つまり、 
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が導かれる偏微分方程式である。 
 (5.7)を注意深く観察すると、Tsiveriotis and Fernandes (1998)の導出に必要な仮定が見
えてくる。Ｓに関する一階微分のところでλがでてくるのは、企業の資本構成から導かれ

た当然の帰結であった。このλを消すためには、 
(A1) 原株価格が転換社債のデフォルトを引き起こすレア･イベントの影響を 
受けない 

と仮定することが必要である。さらに 
(A2) CB,COCB,EOCBのうち２つが市場性資産であり、u=v+wという裁定均衡が成立する 
(A3) CB,COCBのデフォルト時の回収率は同一である 
(A4) EOCBは CB,COCBのデフォルトを引き起こすレア・イベントの影響を 
  受けない 
と仮定すると、(5.1),(5.2),(5.3)において 

λφ)1(      )9.5(
      )8.5(

−=

=

c

g

r
rr

 



 

 28 

とおいたものが導ける。ところで Tsiveriotis and Fernandes (1998)においては、 
rgについてなにも触れられていなかった。そこで(A1)の仮定をなくして 

λ+= rrg    )10.5(  

とおき(A2)を仮定してみる。まず、(5.2),(5.3)はそれぞれ次のようになる。 
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すると、(5.1)は 
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となるので、(5.10)とおくとｗの前の項にλがでてきてしまい(5.1)のようにはならない。 
よってTsiveriotis and Fernandes (1998)は、(5.10)のように解釈してはいない。つまり、(A1)
を仮定しなければ導けないモデルである。 
 
5.3. デフォルト・ヘッジから導かれる偏微分方程式 
 
 この節では最初から同値マルチンゲ―ル測度Ｑの存在を仮定せずに、デフォルトリスク

のある金利デリバティブをヘッジすることから考える。そしてある仮定の下で、株以外の

原資産でデフォルトリスクのあるデリバティブについては、(5.2)の型の偏微分方程式が導
けることを見る。 
Setting: 
・ デフォルトリスクと金利リスクにさらされている証券をヘッジすることを考える。

Ｇをヘッジしようとしている証券、Ｚを金利に依存するデフォルトリスクのない証

券、Ｖを金利に依存し、Ｇと同一のクレジット・クラスの証券とする。 
・ 簡単化のためリカバリー・レートは 0、デフォルトが起きる確率 p は一定とする。
ここで pはリスク中立確率ではなく現実の確率である。 

・ 金利の確率過程を次のようにおく。 
dBtrwdttrudr ),(),( +=  

    ここで dBは確率測度Ｐの下で標準ブラウン運動である。確率測度Ｐはリスク中立
測度（同値マルチンゲ―ル測度）Ｑではない。 
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次のようなヘッジング・ポートフォリオを考える。 
VZG 21        )14.5( ∆−∆−=Π  

デフォルトに対するヘッジを考える前に次の仮定をおく。 
 
（Assumption）デフォルトは dtの 1/2乗より速いオーダーで起こる。 
 
すると確率 pdtで起こる、デフォルト時のこのポートフォリオの価値の変化は 

)()(       )15.5( 2 dtoVGd +−∆−−=Π  

である。この式は Gと Vの価値が、dtの１/２乗よりも速いオーダーでゼロにいくことを意
味している。よって、Zの価格変化は無視できるオーダーである。デフォルト・イベントの
リスクをヘッジするためには、 
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であればよい。 
次にデフォルトしない時（確率 1－pdt）の金利リスクをヘッジする。ポートフォリオの価
値の変化は 
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である。金利リスクをヘッジするためには 
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であればよい。 
ヘッジ・パラメーターが(5.16),(5.18)のように定められたヘッジング・ポートフォリオは、

リスクフリーである。無裁定条件より、Πの収益率はリスクフリー・レートでなければな

らない。従って、 
dtrd Π=Π              )19.5(  
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が成立する。よって、 

 
・ Default-freeな Bond Marketにおいて裁定機会が存在しない必要十分条件は、 
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がすべての Default-free Bond iについて成立することである。 
 ここでμi,σi は Default-free Bond i の return と volatility、λは Default-free Bond 

Market におけるMarket price of risk を表している。今の Settingでは、      

dBdt
Z
dZ

ii
i

i σµ +=          )22.5(  

where 







∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
= 2

2
2

2
11          (5.23)

r
Z

w
r
Z

u
t

Z
Z

iii

i
iµ  








∂
∂

=
r
Z

w
Z

i

i
i

1          )24.5( σ  

となる。 
(5.20)において dtの higher orderを無視し、(5.21),(5.23),(5.24)を用いて整理すると、 
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・ Market price of default riskを次のように定義する。 
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p
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* :),(           (5.26) µλ  

   ここで、μ*は Default-free Bond に付随するリスクのプレミアムを控除した後の
Defaultable Bond のリターンである。今の Settingでは 

   





−

∂
∂+

∂
∂−+

∂
∂= pV

r
Vw

r
Vwu

t
V

V 2

2
2*

2
1)(1         )27.5( λµ  

   である。(5.26)はデフォルトのイベントリスク（起こる確率）一単位当たりのリスク・
プレミアムを示している。 

(5.25)を(5.26),(5.27)を用いて整理すると、 
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最初からヘッジできることを前提とし、Risk-Neutral Worldで（同値マルチンゲ―ル測度
の下で）ｒとｐを定義していれば、２つのMarket price of riskは 0で、(5.27)は 
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となる。実際には、ｒとｐを市場で観察可能な時価と整合的にすることによって、(5.29) 
を用いることができる。 

(5.29)においてｐ=rc とおいたものは、(5.2)において rg=r（risk-neutral）としたものと
構造的には同じになる。しかし、最終的に(5.29)のようなきれいな偏微分方程式になるため
には(Assumption)が必要であるし、原資産が株の場合もこううまくはいかない。 
 
6. Goldman Sachs (1994) 
 

Goldman Sachs(1994)も外生的に与えられたクレジット・スプレッドを用いて転換社債
のプライシングを行うので、誘導型アプローチの一つである。 
バイノミアル・モデルによって解くことを前提とする。各ノードにおいて転換権が行使

される確率を帰納的に計算していき、それを用いて、後ろ向きに計算する際に用いるべき

クレジットリスク反映した割引率を求めることによって、クレジットリスクを Handlingす
るモデルである。以下、クレジットリスクの扱い方の部分だけを説明する。 

P(t,S)を時間 t,株価Ｓの状態で転換権が行使される確率、p をノードの上昇確率とする。
Terminal Condition において P(Ｔ,S)は１か０,すなわち転換された状態になることが確
実な場合か債券の状態になることが確実な場合に決定される。 
次に Roll-back  routineを示す。あるノードにおいて転換権が行使される確率を 
    P(t,S)=pP(t+1,S+)+(1－p)P(t+1,S-) 
    ここで S+,S-はそれぞれ次の期において Up,Downが起きた時の株価である 
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とバックワードに計算にしていき、これを用いて時間ｔ,株価Ｓの状態の割引率π(t,S)を 
    π(t,S)=P(t,S)r+(1－P(t,S))(r+rc) 
と計算する。ここで r はリスクフリー・レート、r+rc は CB 発行体が発行する社債のイー
ルドに相当するものである。最後にバックワードされてきた価値とすぐに転換したときの

価値を比べ、転換が最適と判断されるならば P(t,S)は１に変更される。このモデルの本質的
なアルゴリズムは以上の部分で、後はアメリカンオプションのバイノミアル･モデルと同じ

である。 
 
7. Cheung and Nelken (1994) 
 
 本稿で挙げるモデルのなかで Cheung and Nelken (1994)のみが２ファクターモデルであ
る。 
 8.において Cheung and Nelken (1994)のアイデアを応用したモデルに関しても考察する
ので、まず利用したアイデアを簡単に記述する。 
・ すべての株の総リターンは少なくともリスクフリー・レートに等しくなければなら

ない。もしそうでなければ、投資家は株を買おうとしない。したがって、リスクフ

リー･レートと株の総リターンは正の相関をする。 
・ 株価の著しい下落を発行者が被ったとき、debt to equity ratioが高まることにとも
ない発行体の信用力は低下し、クレジット･スプレッドは上昇する。よって、クレ

ジット・スプレッドと株の総リターンは負の相関をする。 
・ 社債のイールドは２つのファクター（リスクフリー・レートとクレジット・スプレ

ッド）の合計である。そして１つは株のリターンと正の相関を、他方は負の相関を

する。よって社債のイールドと株のリターンは相関がないと仮定する。 
以上の議論は、もちろん銘柄、業種によってまったく当てはまらないだろう。しかし、き

ちんとやろうとすると避けられない、株価、リスクフリー･レート、クレジット･スプレッ

ドという３つのファクター間の相関係数行列を推定しなければならないという困難な問題

を避けることができる。 
 8.においては拡張 Vasicekモデルを用いて、社債のイールドの確率過程をそのときのイー
ルド･カーブにフィットさせた。また、株価の確率過程には標準的なリスクニュートラル・

プロセスを用い、ファクター間の相関は０とした。 
 ( )( ) dzdtartdr σθ +−= における、 σ,a にはそれぞれ 0.03734,0.14625 を与えた。これ
は乾・室町（2000）による 1979年 3月から 2000年２月までのユーロ円（1ヶ月）の利回
りデータを用いたＧＭＭによる推定結果である。 
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